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s mới thiệu đến bạn phân nào cac 

khúi cạnh da dạng của toán học, đồng dưïi tạo 
hưng th để bạn tiết tục từm hiểu chúng sâu hơn. 
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SÁCH ĐÃ MUA BẢN QUYỄN. MỌI HÌNH THỨC SAO CHÉP ĐỀU 
LÀ BẤT HỢP PHÁP NẾU KHÔNG CÓ SỰ ĐỒNG Ý BẰNG VĂN 
BẢN CỦA CÔNG TY CỔ PHẢN VÃNHOÁ GIÁODUC LONGMINH. 


“ta trụ vẫn luôn mở ròng trực mặt chứng ta, 
nhưng chứng ta không thể hiệu dựk nó nếu không 
hiểu ngôn nøử tà các kí tự vía nó. Ehăk viết bằng 

ngôn nợữ của toán học, kị tự của vụ trụ là rhưng 
tam giác, đường tròn tà các hình hình học khác mà 
nếu thiếu chứng, cơn rụn#? œ không thể hiếu ẳưự: 
một tt nào của tí trụ; thiếu chứng, ta sẽ chỉ 

lang tưng trrmg một mê cưng tối tăm. 


—Gzalileo 
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Quá trình hình thành hệ thập phân 
Đình lí Pythagoras 

Ảo giác và đồ họa máy tính 

Đường xiclôit, nàng Helen của hình học 
Biến tam giác thành hình vuông 

Sao chối EI.dley 

Tam giác không thể 

Cuipu 

LWfng chữ cán, kĩ rhuật im Ấn và toán học 
Bài toán Lúa mì 0a bàn cù 

Xác SUẤI và số T 

Eng đất và các lôparit 

Trần nhà parabol của tòa trụ sở Quốc hội Mỹ 
Máy tính, sự đếm và dòng điện 

Tô-pô, một trò chơi toán học 

[3y số Fibonacci 

Biến dạng của định lí Pythagoras 

Bộ vòng ha, một mô hình tô-pô 

Giải phẫu học và tỉ lệ vàng 

Đường dây xích và đường cong parabol 
Câu đố chữ T 

Thales và đại kim tự chấp 

Khách sạn Vô Hạn 

Tính chể - khối đa diện của tự nhiên 
Tam giác Pascal, dãy số Fibonacci và công thức 
yhí thức 

Toán học trên bàn bị-a 

Hình học trong đường đi của electron 
Lái Möbius và chiếc bình Klein 

Câu đố của Sam Loyd 
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Toán học và trò chơi pấp giấy 

Mẹo Fibonacci 

Quá trình phát triển của các kí hiệu toán học 
Các thiết kế hình học của Leonardo đa Vinci 
Mười mốc lịch sử 

Định lí Napoleon 

Lewis C*arroll — nhà toán học 

Đếm bằng các ngón tay 

Một biến thể từ dlÃi Möbius 

Định lí Herorn 

Cùng quan sát kiến trúc và hình học Gô tích 
Thanh Napier 

Hột họa và hình học xạ ảnh 

Vô cùng và đường tròn 

Hình vành khuyèn lạ kì 

Những chú ngựa Ba Tư và câu đố của Sam Lovd 
Những hình trăng lưỡi liềm 

Các học giấc rrong nự nhiên 

Googol và GisopolpÌex 

Ma phương khối 

Fracral — thật hay niờng tượng? 

Na-nô giây — đo thời gian trên máy tính 
Vòm trắc địa của Leonardo da Vinci 

Ma phương 

Ma phường đặc biệt 

Tam giác Trung Quốc 

Cái chết của Archimedes 

Một thế giới phi Euclid 

Đạn pháo và các kim tự tháp 

Đường concôit của Nicomedes 

Nút ba lá 


bê 
533 
34 
3ỉ 
58 
5% 
6Ô 
62 
63 
64 
65 


68 
70 
ñ 
T2 
/4 
¡6 
¡8 
¡9 


82 
Đ) 
B‡ 
&U 
KỆ 


Ma phương của Benjamin Franklin 

Số vô tỉ và định lí Pythagoras 

Số nguyên tố 

Hình chữ nhật vàng 

Tạo một trí-tetra flexagon 

Tìm kiếm vô hạn trong hữu hạn 

Năm khối Platon 

Phương pháp kim tự tháp để tạo các ma phương 
Các khối Kepler Doinsot 

Ảnh ảo giác giả xoắn ốc 

Khối hai mươi mặt và hình chữ nhật vàng 
Nghịch lí của Zeno. Nghịch lí Achilles và chú rùa 
Hình lục giác thân bí 

Câu đố về các đồng xu 

Lát mặt phẳng 

Cầu đố của Diophantus 

Bài toán Bảy cây câu Kðnigsberg và tô-pô 
Đề thị 

Lịch Aztec 

Bộ ba bất khả thi 

Ma phương của người Tây Tạng cổ đại 
Chu vị, điện tích và các chuỗi vô hạn 

Bài toán Bàn cờ 

Máy tính của Pascal 

Ísaac Newton và các phép tính vi tích phân 
Các phép tính vi tích phân của Nhật Bản 
Chứng minh I = 2 

Sự đối xứng trong các tỉnh thể 

Toán học trong âm nhạc 

Số Palindrome 


Nghịch lí về bài kiểm tra bất ngờ 


IÓO 
1Q2 
I0 
IŒ 
HO 
112 
l4 
I5 
Hồ 
)Ăi 
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12 
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126 
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130 
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135 
1% 
1368 
139 
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142 
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144 
148 
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Bài toán viết bằng chữ hình nêm của người Babylon 
Đường xoắn ốc của Archimedes 

Sự phát triển của các ý tưởng toán học 
Tô-pô học và bài toán Bản đồ bốn màu 
Hội họa và sự cân đốt động 

Số siêu hạn 

Bài toán logic 

Đường bông tuyết 

Số 0 — Ở đâu và khi nào? 

Định lí Pappus và câu đố chín đồng xu 
Vòng tròn ma thuật Nhật Bản 

Vòm trắc địa và sự chưng cất nước 
Đường xoắn ốc — toán học và di truyền 
Đường thần kì 

Toán học và kiến trúc 

Lịch sử ảnh ão giác 

Bài toán chia ba góc và tam giác đều 
Bài toán về gỗ, nước và lúa mì 

Charles Babbagc — Leonardo da Vinci của máy tính 
hiện đại 

Toán học và nghệ thuật của Hồi giáo 
Ma phương Trung Quốc 

Vô cùng và giới hạn 

Bài toán về đồng tiền øiả 

Đền thờ Parthenon và toán học 

Xác suất và tam giác Pascal 

tường thân khai 

Ngũ giác, hình sao năm cánh và tam giác vàng 
Ba người đàn ông đứng trước bức tường 
Sai lầm hình học và dây số Fibonacci 
Mê cung 
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178 
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182 
153 
184 
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189 
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192 
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194 


Bàn cờ đam Trung Quốc 

Các lao tuyên của mặt nón 

Chân vị Archimedes 

Áo giác quang học bức xạ 

Dịnh lí Pythagoras và Tổng thống Garfield 
Nghịch lí bánh xe cúa Aristotle 

Quần thể đá chồng Stonehenge 

Có bạo nhiêu chiều? 

Máy tính và chiều không gian 

Đải Möbius kép 

Đường nghịch — đường lấp đầy không gian 
Bàn tính 

Toán học và đệt vải 

S%ò Mersenne 

Cầu đố tangram 

Võ cùng và hưu hạn 

Các số ram giác, số vuông và số ngũ giác 
Eratosthenes đo Trái Đất 

Hình học xạ ảnh và quy hoạch tuyến tính 
Bài toán Nhén tà ruôi 

Toán học và bong bóng xà phòng 

Nghịch lí đồng tiền 

Hexamino 

Dãy Fibonacci và tự nhiên 

Chú khỉ và những quả dừa 

Bốn con nhện và những đường xcắn ðc 
LỜI GIẢI VÀ ĐÁP ÁN 

SÁCH DÂN (INDEX) 
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———— LỠỜI GIỚI THIỆU——— 


Quyến sách Niềm tui toán học gợi mở các khái niệm, ý tưởng, 
các câu hỏi, lịch sử, các bài toán và những trò giải trí nhằm 
giúp bạn hiểu hơn về bản chất và tầm ảnh hưởng của toán học 
trong cuộc sống. 


Tận hưởng niềm vui trong toán học chính là khi ra hiểu ra 
ráng toán học hoàn toàn không phải là một mến học xa rời với 
những thứ quanh ta và làm ta khó chịu với những cuến số sách 
chưa quyết toán hay những cõ máy rính phức rạp. Rất ít ngời 
trong chúng ra hiểu được bản chất của toán hục vốn đĩ gắn liền 
với môi trường và cuộc sống. Vô vần thứ trong đời sông hàng 
ngày của còn người có thể mô rà được bằng toán bọc. Các khái 
niệm toán hục thậm chí còn hiện hữu ngay cả trong cấu trúc 
của những tế bào. 


Cuốn sách này sẽ giúp bạn nhận biết về mối quan hệ không 
thể tách rời của toán học với thế giới tự nhiên thông qua việc 
giới thiệu những khái niệm và hình ảnh của toán học trong 


truôn mặt đời sống. 


Niềm vui trong toán học cũng øiong như cảm giác khi mi 
khám phá điều 6ì đó lần đầu tiên. Như cắm giác của trẻ thơ 
trwGc những kì quan của thể giới vậy! Một khi bạn đã trải qua, 
bạn sẽ không bao giờ quên được. C3ìm giác ấy có thể hứng thú 
như lần đâu tiên bạn nhìn vào kính hiển ví thấy những vật 
vẫn luôn ở xung quanh mà bình thường mất bạn khòng thể 
nào nhìn thấy được. 


Khi cần phải quyết định rrình bày cuốn Niềm ứ“@ tăøt học 
như thế nào thì cách phần chìa theo chỉ để ngay lập tức hiện 
đến với chúng tôi, ví dụ như toán học và ny nhiên, toán học và 
khoa học, toán học và nghệ rhuật,.. Nhưng toán học và những 
mối quan hệ của né với thế giới xung quanh không hiện điện 
thành rừng nhóm riệng biệt, Trái lại, roán học và sự xuất hiện 
của nó mang đầy tínhồ nøẫu nhiên và bất ngờ. Vì thế, các chủ 
đề trong cuốn sách này cũng được sắp xếp một cách tự nhiên 
nhằm tạo sự thú vị rrong quá trình khám phá. Niềm tra toán học 
được trình bày theo lối mở ở tất cả các phần. Mỗi mục, không 
kể lớn hay nhỏ, về cơ bản là độc lập với nhau. 


Khi cảm nhận được niềm vui rhực sự trong toán học, bạn sẽ 


càng hứng: thú và mong muốn tìm hiểu về nó nhiều hơn nữa. 


“Tất cả các lĩnh uực của toán học, dù 

trừu tượng đến mây, sớm muộn rôi cũng sẽ 

được tng dựng vào các hiện tượng của thể giới thực.' 
—Lobachevsky 
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Quá trình 
hình thành 
hệ thập phân 


Những hệ đếm đầu tiên 
không phải là hệ đếm 
theo vị trế Nhưng đến 
khoảng năm l70O trước 
Công nguyên (trC.N), hệ đếm theo vị trí cơ số 6Ö đã bắt đầu 
được phát triển. Nó rất hữu dụng đối với người dân Lưỡng Hà, 





những người đã tạo ra nó để sử dụng cùng với lịch 3Ô ngày 
của họ. Hệ đếm theo vị trí thực sự được biết đến sớm nhất là 
của người Bahylon, nó bắt nguồn từ hệ đếm cơ số 6Ö của người 
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ÁN ĐỘ (Devanagaril - thể kí XI 
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TẢY Ä RÁP (Ghubur)] - thể kí XỈ 
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(HẦU ẢI! - thế kí X\ 


]+347e7 $9%« 


CHLU ÂU - thứ kị XVI 


CÁC W TRÊN MAY TÍNH - thể kí XX 
(l). Hệ đếm than tị trẻ hệ đêm mà trong đó vị trí của mỗi chữ số quyết định giá 
trị của ro. Ví dụ trong hệ thập phân (hệ đếm cơ xổ lÔ), chữ sĩ 3 của số 375 không 
phải có gui trị hằng 3 mà là 3Ó di nó đứng ở tị trí hàng trảm. 


Sumer cổ”, Thay vì dùng 6O biểu tượng để viết các chữ số từ Ô 
đến 59, họ dùng kí hiệu Y cho số ] và '‹ cho số 1O. Họ có thể 
biểu diễn các tính toán số phức tạp với các kí hiệu này, nhưng 
vẫn chưa có kí hiệu nào cho số Ô được địñ ra. 


Để chỉ số Ó, một khoảng trống được để lại ở trong con số. 
Khoảng năm 3Ó tr. N, một kí hiệu cho số Ô đã xuất hiện: 
‹$ hoặc 2* và hệ đếm cơ số 6Ö từ đó phát triển rất mạnh mẽ. 
Trong những năm đầu sau Công nguyên (s.N), người Hy Lạp 
và người Ấn Độ bất đầu sử dụng hệ đếm cơ số 10, nhưng họ 
không có kí hiệu vị trí. Họ dùng mười chữ cái đầu tiên trong 
bảng chữ cái của mình để đếm. Sau đó, khoảng năm 500 s.C.N 
một người Ân Độ đã phát minh ra kí hiệu vị trí cho hệ cơ số 1Ô. 
Ông bỏ các chữ cái dùng để kí hiệu các số lớn hơn 9 và chuẩn 
hóa chín kí hiệu đầu tiên. Khoảng năm 825 sC.N, nhà toán học 
người Ã- -rập Al-Khowavizmi đã viết một cuốn sách ca ngợi các 
số Ấn Độ. Hệ đếm cơ số lÔ đến Tãy Ban Nha vào khoảng thế 
kỉ XI khi các số Ghohar hình thành. Nhưng châu Âu vẫn hoài 
nghĩ và chậm thay đổi. Các học giả và các nhà khoa học miễn 
cưỡng sử dụng hệ cơ số lÔ liỗi không có cách nào đơn giản hơn 
để kí hiệu phân số. Hệ đếm này trở nên phổ biến rộng rãi khi 
các nhà buôn tiếp nhận nó vì tác dụng vô giá của nó trong 
công việc tính toán và lưu giữ sổ sách. Sau đó, các phân số thập 
phân ra đời vào thế kỉ XVIL và rồi dấu phẩy thập phân cũng 
được nhà toán học, vật lí và thiên văn học người Scotland John 
Napier đưa ra vào năm l61ữ. 


Một ngày nào đó, khi nhu cầu và các cách tính của chúng 
ta thay đổi, liệu sẽ có hệ đếm mới nào xuất hiện và thay thế hệ 
thập phân mà chúng ta hiện đang dùng hay không) 


(II. Các cứ dân người Maner đầu tiên đã địh cư ở Lưng Hà tà xây dựng rên 
nến tđn trưnh tại đó vào khoảng năm 3500 tr cho dến thế đại Ralbykm 
(X44 - B95 trC CN) 






Bất kì bạn nào đã từng 
học qua đại số hay hình học 
hắn đều đã nghe nói đến 
Ảịnh lí Pwhageras. Định lí nổi tiếng này được sử dụng trong rất 
nhiều chuyên ngành của toán học, trong xây dựng, kiến trúc 
và trong đo đạc. Thời xưa, người Ai Cập cổ đại đã biết áp dụng 
kiến thức của họ về định lí Pythagoras để dựng póc vuông. Họ 
thất nút để đánh dấu ba đoạn dây có độ đài tương ứng là 3, 4 
và 5 đơn vị. Sau đó, họ căng ba đoạn dây này sao cho chúng 
tạo thành một tam giác. Họ biết rằng tam giác nhận được sẽ 
luôn có một góc vuông đối diện với cạnh dài nhất (34+ 4ˆ= 32). 

Định lí Pythagoras 

Trrmg tam giác vuông, bình bluâmg 
độ dài cạnh huyện luôn bảng tổng bình 





phiđng độ dài hai cạnh góc vuông. 
Định lí Pythagoras đảo 
Nêu tổng bmh phhmg độ dài hai 
cạnh của một tam guíác bằng bình 
phưẩng độ dại cạnh thử ba thì tam 


giác đo là tam giác tuông. 





Mặc dù định lí này được gọi theo tên nhà toán học Hy 
Lạp cổ đại Dythagoras (khoảng năm 54Ô tr€.N) nhưng những 
dấu vết lịch sử lại cho thấy nó thuộc về người Babylon thời 
Vua Hammurabi, trước thời của Pythagoras khoảng 1000 năm. 
Có lẽ nó được đặt theo tên của Pythagoras bởi những chứng 
minh định lí được ghi lại đầu tiền do những môn đồ của trường 
phái ông thực hiện. Sự hiện diện của định lí Pxwhagoras và các 
chứng minh của nó có ở khắp các châu lục, các nên văn hóa 
và xuyên suốt nhiều thế kỉ. Trên thực tế, có lẽ đây là định lí có 
nhiều cách chứng minh hơn bất kì một định lí nào khác. 







2 
" š Áo giác và 
INgAV HAY, COn ñEƯỚI đ ^ | , La 

vàn đang tiếp tục tìm O họa may tính 
hiểu những ứng dụng đa 
dạng của máy vi tính trong nhiều lĩnh vực khác nhau. Đề họa 
cũng là một trong số đó. Hình ảo giác bên dưới là ảnh biểu 
điền trên máy tính của cầu thang Wchrodør. Nó thuộc loại ảo giác 
đao động. Trí não của chúng ta bị ảnh hưởng bởi những kinh 
nghiệm trong quá khứ và các gợi ý thu nhận được. Đầu tiên, 
trí não nhìn thấy một vật theo cách này, rồi một thời gian nào 
đó trôi qua, nó sẽ thay đổi và nhìn vật theo cách khác. Thời 
gian để não thay đổi cách nhìn phụ thuộc vào sự tập trung của 
chúng ta hoặc thời gian chúng ta trở nên chắn khi nhìn vào vật 
đó. Trong hình ảo giác của Schroder, sau mệt lúc trông chiếc 
cầu thang như bị lật từ trên xuống. 









Đường xiclôit, 

— ng KỸ L%iởng xiclôit là một trong 

nàng Helen TT ôn GUÊc cài 
5 _ những đường cong hấp dân 

cua hình học của toán học. Nó được định 


nghĩa là đường cơng phảng 





đhấk tế ra bởi một điểm cỗ dt nằm trên tòng trờn khi uòng tròn 


Län Rkhuông TrđÑ. trên trội dìểmg thẳng cỗ đmh. 





Một trong những phi chép đâu tiên về đường xiclôit xuất 


hiện trong một cuốn sách của Charles Bouvelles xuất bản năm 
301. Nhưng đến tận thế kỉ XVÌH, nhiều nhà toán học lỗi lạc 
như C7ale: b Pa%cal [: T1 clli, [escartes, F'crmat, Wren. WNallis, 
Huygens, lohann Bernoullt, Letbniz, Newton mới để ý tìm hiểu 
các tính chất của nó. Thế kỉ XVH là thế kỉ của những quan tâm 
về toán học trong cơ học và chuyển động, điều đó có thể lí giải 
cho sự chú ý đến đường xiclôit. Cùng với rất nhiều khám phá 
về đường xiclôir trong thời kì này là những cuộc tranh cãi về 
việc ai là người đầu tiền tìm ra nó và những lời buộc tội về việc 
đánh cắp ý tưởng, những đãnh giá không tốt về kết quả của 


người khác. Chính vĩ vậy mà đường xiclôït còn được gọi bằng cái 


tên quả táo bật hòa”? hay nàng Hẻm của hình học"), Một số tính 
chất của đường xiclôit được khám phá trong suốt thế kỉ XVII là: 


l) Chiều dài của nó gấp bốn lần dưmg kính của uòng 
tròn lăn. Thật thứ tị khi chiếu dài của dường xiclôi là 
một số hữu tỉ không phụ thuộc vào số m 


2) Diện tích của từng dịâ# dưng xiôt gấp ba lần 
điện tích của tòng tron lăn. 


3) Điểm cổ đmh trên đường tròn tẽ nên đường xiclôh 
có vận tốc đi chưwnn khác nhau, trên thực tế tại điểm Ps 
nó thậm chí đứng yên (tức là có vận tốc bằng Ö) 


4) Khi các viên bị dhát thả từ các uị trí khác nhau 
trên một bở thành hình xiclôk thì chứng ri xuống đến 
chán thành cứng một lúc tới nhan 





Mỗi đường tron trong hình rrên biểu diễn vị trí của vòng tròn lăn sau mỗi một 
Phần tư vòng quay của nó, Chú ý rằng chiều dài của đường xiclôir khi quay 
đá một phẩn tự vòng từ điểm PP, đến điểm P¡ ngắn hơn nhiều vo với tí điểm 
P;: đến điểm P, Vĩ vậy, điểm vẽ nên đường xiclôit phải tăng tốc từ P: đến PP dn 
nỗ phải di xa hơn trong cùng một thời gian. Điểm đứng yên khi nó đổi hướng 
chuyển động. 


(l). Am chỉ diếmg xilôt chữnh lá nguyễn rưưn gây nên nhựng hát hòa, tranh cải 


(2) Hulm là mặt nhâm vật trmg thân thoại Hx Lạp, nàng là ngưyn nhân gáy 
tiên cưới chiến thành Ty rối nếng. 


Có rất nhiều nghịch lí gắn liển với đường xiclôit, trong đó 
nghịch lí tàu hỏa đặc biệt rất hấp dẫn: 


Tại mọi thời điểm, một tàu hòa dạng chạy không báo 
gừ? chưyn động theo hướng mà động cơ kéo nó đi 
Luân có phản nào đó của tàu chuyến động ngược 
hướng cới tàu đó. 


Nghịch lí này có thể được giải thích bằng cách sử dụng 
đường xiclôit. W; đây đường cong được hình thành có tên gọi là 
đường xilðöf có — đường cong phẳng được vẽ ra bởi một điểm 
cố định nằm ngoài bánh xe lăn. Hình bèn dưới cho thấy một 
phần bánh tàu hỏa chuyển động về phía sau trong khi đoàn tàu 
đi chuyển về phia trước. 










Biến tam giác 
thành hình 


vuông 





Nhà toán học người Đức 
[3avid Hibert (1862 - 1943) là 
người đầu tiên chứng minh 
răng hất kì một đa giác nào 
cũng đều có thể biến thành một đa miắc khắc có cùng diện tích 


bằng cách cắt nhỏ nó thành một số hữu hạn các mảnh nhỏ. 


Định lí này được mình họa bằng một trong các câu đố của 
nhà đế vui nổi tiếng người Ảnh Henry Ernest [Dudeney (1847 - 
I93@). Iuideney biến một tam giác đều thành một hình vuông 


bằng cách chia nó thành bến phần nhỏ. 


[Mới đầy là bến phần nhỏ đó. Bạn hãy thử ghép chúng lại 
với nhau! Đầu tiền thành hình tam giác đều và sau đó là thành 
hình vuông. 





Xem hướng dẫn ở phần lời giải và đáp án, 


mục Biên tam giác thành hình vuông. 







Quy đạo và đường đi là những 
khái niệm có thể biểu diễn dễ 
đàng bằng toán học dưới đạng các 
phương trình và đồ thị. Nghiên cứu đồ thị đôi khi có thể giúp 
ta thấy rõ các chu trình và chu kì đường đi. Trường hợp sao chối 
Halley cũng vậy. 
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Sao chổi Halley đt thêu rrên thẳm thấu Hữy 2N, 


Cho đến tận thế kỉ XVI, sao chối vẫn là hiện tượng thiên 
văn chưa giải thích được. Aristotle và các nhà triết học Hy 
Lạp khác tin rằng chúng là những hình ảnh được tạo ra trong 
bầu khí quyển của Trái Đất. Năm I1577, ý kiến này đã bị nhà 
thiên văn học người Đan Mạch nổi tiếng Tycho de Brahe bác 
bỏ. Từ đài quan sắt của mình trên đảo Hven ở Đan Mạch, 
ông đã đưa ra những quan sắt chính xác về sao chổi năm l57?. 
Các đo đạc của ông cho thấy khoảng cách từ Trái Đất đến sao 
chối phải lớn gấp ít nhất sáu lần khoảng cách từ Trái Đất tới 
Mặt Trăng, từ đó phủ nhận ý kiến cho rằng chúng được tạo 
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ra trong bầu khí quyển của Trái Đất, Tuy thế, hơn I1ÔÓ năm 
sau khám phá của ông, người ta vẫn tin rằng sao chết không 
tuân theo các quy luật trong Hệ Mặt Trời của Copernicus 
và Kepler. Noay cả ]öhannes Kepler cũng tin rằng đường đi của 
các sao chối là đường thẳng. Vào năm 1704, Edmund Halley đã 
nghiên cứu quỹ đạo của nhiều sao chối khác nhau từ những đữ 
liệu mà ông thu thập được về chúng. Một trong số những ghi 
chép đầy đủ nhất là về sao chối xuất hiện năm 1682. Ông nhận 
ra rằng quỹ đạo của nó đi qua cùng một vùng trời với những sao 
chối xuất hiện năm I16Œ/. 1331, 14% từ đó ông kết luận chúng 
chỉ là một sao chổi quay quanh Mặt Trời theo quỹ đạo hình 
elip với chu kì khoảng 25 hay 76 năm. Halley đã dự đoán thành 
công sự trở lại của sao chối này vào năm I758, từ đó nó được 
nhắc đến với tên gọi sao chối Halley. Những nghiên cứu gần 
đầy đưa ra ý kiến sao chối Halley có thể đã được người Trung 
Cuốc phí lại từ những năm 240 tiC.N. 


Mỗi lần xuất hiện, đuôi sao chổi Halley lại mờ dân, hình 
ảnh này được thấy rõ nhất trone lần xuất hiện gần đây nhất 
củi nó vào năm 1985 - I98%. 


Người ta tín rằng các sao chối được tạo thành từ các hành 
tỉnh băng có kích thước nhỏ quay xung quanh Mặt Trời trong 
một vùng cầu tâm là Mặt Trời, bán kính khoảng 1 đến 2 năm 
ánh sáng. Các hành "nh băng nhỏ này có thành phần gồm 
bằng, các hạt kim loại và silicat. Ngoài Hệ Mặt Trời, ở nhiệt 
độ đóng băng, các hành tỉnh này quay xung quanh Mặt Trời 
với vận tốc 4,8km/phút, vì thế chúng phải mất 3Ô triệu năm 
đè quay trọn một vòng quanh Mặt Trời. Đôi khi lực hấp dẫn 
của các ngôi sao bên cạnh làm các hành tính băng quay chậm 
lại và rơi gần vẻ phía Mặt Trời, do đó quỳ đạo của nó thay đổi 
thành hình elip. Khi hành tính băng đã bất đầu chuyển động 
theo quỹ đạo elip quanh Mặc Trời, một phần băng của nó hóa 
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khí. Chính điều này tạo nên đuôi sao chối, đuôi này luôn hướng 
ngược phía Mặt Trời do bị gió Mặt Trời thổi bay. Đuôi sao 
chối được hình thành từ khí và các hạt nhỏ, chúng được chiếu 
sáng bởi Mặt Trời. Sao chối sẽ luôn quay trên một quỹ đạo elip 
khóng đối quanh Mặt Trời nếu không có sự ảnh hưởng bởi lực 
hấp dẫn của Sao Mộc và Sao Thổ. Mỗi vòng quay lại đưa sao 
chối lại gần Mặc Trời hơn, làm nó tan chảy nhiều băng hơn 
và đuôi sao chối lại dài thêm ra, Chiếc đuôi làm kích thước sao 
chòi khi xuất hiện trên bầu trời lớn hơn nhiều so với thực tế 
(một sao chối có đường kính trúng bình khoảng IOkm). Trong 
đuôi sao chối có các sao bằng (vốn đi thuộc lớp băng cúa sao 
chổi khi sao chối còn nguyên vẹn). Chúng là những mảnh vụn 
còn lại trên quy đạo san khi sào chối đã can rã, Khi quỹ đạo 
của sao chối gặp quỹ đạo của Trái Đất, chúng sẽ tạo nên một 
cựn mưa sao băng. 











Tam giác - 
không thể 





Rất nhiều thiết kế và 
hình mình họa đã trở nền 
quen thuộc và thường được 
cho là hiển nhiên. Trong tạp chí Bruidh Joumal oƒ Pswhology 0, 
tháng 2 năm 1953, Roger Penrose đã cho in hình tam giác 
không thể của mình. Ông gọi nó là một cấu trúc hình chữ nhật 
ba chiều. 


Ba góc vuông của cấu trúc 
này trông không có gì mâu 
thuẫn, nhưng thực tế thì không 
thể có một cấu trúc như vậy. 
Ba góc vuông dường như tạo 
thành một tam giác, nhưng 
tam giác là một hình phẳng 
(không phải là ba chiều) và 
tổng các góc của nó phải là 
I8Ơ° chứ không phải 270”. 





Gần đây hơn, Penrose đã khởi xướng 
lí huyết về các phần tử dây xoắn. Mặc dù 
Phần tử đây xoắn các phần tử dây xoắn không nhìn thấy 
được, nhưng ông tin rằng không gian và 





thời gian đan vào nhau là nhờ sự tương tác của các dây xoắn này, 


Bạn có thể tìm ra vì sao ảnh ảo giác 
Hyzcr dưới đây cũng là một điều 
không thể trong toán học không? 





Ảnh ảo giác Hyzer 


(l). Tạp chí của Anh dẻ lĩnh tức tâm lí hạy. 






Để chế Inca xưa thống trị khắp các 
vùng đất hao quanh Cuzco”", hầu hết 
phần còn lại của Peru và một số vùng thuộc Ecuador và Chile 
ngày nay. Mặc dù người Inca không có ngôn ngữ viết và hệ 
thống kí hiệu toản dưới đạng viết, họ vẫn có cách để quản lí 
vương quốc mình (với chiều đài hơn 3OOOkm) bằng cách sử dụng 
các quipu. Quipu là những sợi dây được thắt nút tương tự như 
hệ đếm theo vị trí cơ số 1Ø. Nút ở vị trí cách xa sợi dây chỉnh 
nhiều nhất biểu diễn số một, nút kế đó biểu diễn số mười,.. 
Nhánh dây không có nút biểu diễn số không. Kích cỡ, màu 
sắc và hình dáng nút ghi lại thông tin vẻ vụ mùa, thuế, dân 
số và những đữ liệu khác. Ví dụ: sợi dây màu vàng tượng trưng 
chủ vàng hoặc cây ngô; hoặc trên quipu dân số, những sợi dây 
đầu tiên thể hiện thông rin về đàn ông, những sợi thứ hai là về 





Hình mình hái về quipu của người Peru này đực một ngữ Anh-điêng ä Peru 
tên là [⁄. Felipe Poma de Ayvala vẽ vào khoảng gia rữ nằm T333 đến lôi 3, Ciốc 
bèn trấi phía dưới là một bàn tính sử dụng hạt ngõ để hiểu diễn các phép rỉnh, 
sau đó đực dịch sang tính toàn bằng quipu. 


(I} Một thành ph ở đông nam Pere là thủ đô của EX chế Ïnca giới 
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đàn bà, con những sợi thứ ba là về trẻ em, Các vũ khí như giáo, 
mũi tên hay cung rên cũng được biểu điền tương tự như vậy. 


(ng việc tính toán, sò sách trền toàn Vương quốc ÏÌnca 
được thực hiện bởi một tầng lớp những “nhà quípu”, họ truyền 
các kĩ thuật sử dụng quipu lại cho con trai của mình. Ở mỗi 
cấp độ chính quyền lại có những nhà quipu chuyên trách từng 
lĩnh vực riêng biệt. 


Trọng hoàn cảnh không có chữ viết, qupu có vai trò như 
một phương tiện ghi chép lịch sử, những quipu lịch sử được 
các armantus (nhà rhông tháuU dùng để ghi chép thông tin và 
truyền lại cho thế hệ sau. Họ sử dụng chúng như những gợi nhớ 
về câu chuyện mà họ đã nghe kể trước đây, 


Cứ như vậy, những máy tính nguyên thủy quipu đã khắc 
trong trí nhớ của người đân lnea những thông tin øúp gắn kết 
toàn bộ vương quốc này lại với nhau, 


Con đường Hoàng gia Incaf" trải đài 560km từ Ecuador tới 
tận Chile. Tất cả thòng tứ về mọi thứ điễn ra trên Vương quốc 
Inca được truyền đi theo con đường này nhờ những cha»gns 
(những nưười chạy truyền tín), mỗi người phụ trách một quãng 
đường đài 2km. Họ quen thuộc từng tấc đất rrên quãng đường 
của mình tới nội có thể chạy với tốc độ cao nhất cả ngày lẫn 
đêm. Họ sẽ truyền đạt lại thòng tin cho người kế tiếp cho đến 
khi thông tin tới được nơi cần đến. Sự phục vụ của họ, kết hợp 
với việc sử dụng quipu, đã giúp cho Hoàng để Inca luôn cập 
nhật được thông tin về sự chay đối dân số, công cụ lao động, 

cả 
những thông tỉìn quan trọng khác, Các thông tin liền tục truyền 
đi 24 piờ mỗi opày, do vậy luôn rất chính xắc và kịp thời. 


núùa màng, nghề nghiệp, những âm mưu nổi loạn và tất 


(l) Tiến đường chính nốt các thành phố cụ Đế chế Inea với rÌkm. 







Dựng chữ cái, 
kĩ thuật in ấn 
và toán học 


Kiến trúc, kĩ thuật, nghệ 
thuật trang trí và ¡in ân là 
một vài lĩnh vực trong đó 





có ng dụng các nguyên lí 
hình học. Họa sĩ thời Phục hưng người Đức nổi tiếng Albrechi 
Dũrer sinh năm 1471, mất năm 1528. Trong suốt cuộc đời, ông đã 
kết hợp những hiểu biết về hình học và tài năng nghệ thuật 
của mình để tạo nên rất nhiều hình thức và phương pháp nghệ 
thuật. Ông hệ thống hóa việc xây dựng các chữ cái La Mã, điều 
rầt cần thiết cho tỉnh chính xác và thống nhất của các chữ cái 
lớn trên các tòa nhà hay bia mộ. Những hình vẽ của Drer 
ở bên dưới cho thấy ứng dụng của vựng hình hình học trong 
nghệ thuật viết chữ cái La Mã. 





Ngày nay, các nhà khoa học máy tính đã dùng toán học 
để thiết kế các phần mềm tạo ra những bẳn in và hình ảnh 
có chất lượng cao. Một ví dụ điển hình là ngôn ngữ lập trình 
PCSTSCRIPT phát triển bởi Công ry phần mềm Adobe System 
tại thành phố Palo Alto, California, Mỹ, được dùng cho các máy 
in Ìaser. 









Cần bao nhiều hạt 
lúa mì để đặt lên bàn 


Bài toán Lúa mì 
Uuà bàn cờ 








cờ nếu chúng được xếp 

theo cách sau đây? 

Xếp một hạt lúa mủ vào ô uống đâu tiền, hai hạt uào ô thứ hai, 

hãm hạt vào ö thứ ba, tắm hạt vào ô thứ tư và cứ như vậy ở õ tiểh 
theo tạ xếp số hạt lúa mì gấp đôi vỗ hạt trmg ô ngay tr nó. 


i 





Xem câu trả lời ở phân lời giải và đáp án 
mục Hài toán Lúa mì và bàn cờ. 







Các nhà toán học và khoa học 
vẫn luôn bị số x hấp dân, nhưng nó 
đã có thêm cả một lượng lớn người 
hâm mộ khi đánh bại chiếc mấy tính ra quỷ trong một tập 
của bộ phim truyền hình Ñar Trek (Hành trình đến các tì w), 
Số x đóng những vai trò khác nhau: nó là tỉ lệ của chủ vì và 
đường kính đường tròn, nó cũng là một số siêu tiệt (số không là 


nghiệm của bất kì phương trình đại số với hệ số nguyên nào). 








3.14156ẢkKkii7Á4EYXZ 1 122643 
3832/9500 )004 1970002399375 
1058205 F24459 .7616406 
28620%1E°M)62080?219)5342117 

J2 lãi #4?230606047 

093842712099 550 5110731725359 

40817177 1117/201171841027... 


E3Xì hàng nghìn năm nạy, con người luôn cố gắng tính toán 
nhiều hơn nữa các chữ số sau dấu phẩy thập phân của z 1. 
Chẳng hạn như Archimedes đã tính giá trị z xấp xỉ giữa 3 ‡ và 

lo bằng cách tăng số cạnh của đa giác nội tiếp vòng tròn. 
Trong Bible (Kinh thánh Cht LhÄ:), quyền Bx* öðƒ Kimgs (Sích các 
taj} và Chrơmicles (St biên miền), đá trị của số x được đưa ra là 3. 
Số xấp xỉ cho z của các nhà toán học Ai Cập cố đại là 3.16. Còn 
Ptolemy vào năm l5Ô s.C.N tính z xấp xỉ bằng 31416. 


Về mặt lí thuyết, phương pháp xấp xỉ của Archimedes có 
thể kéo đài vô hạn, nhưng với phát minh về phép tính vi phân, 
tích phân, phương pháp của người Hy Lạp không được dùng 


đến nữa. Thay vào đó, các chuỗi, tích và liên phân sế vô hạn 
hột tụ đã được sử dụng để xấp xỉ số z. Ví dụ như: 


z=4/(1+1/2+3/2+5/0+?/())) 


Một trong những phương pháp gây tò mò nhất để tính số x 
là của nhà tự nhiên học người Pháp thế kỉ XVHI Count Buffon 
và B«i tín chiếc kim của ông. Trên một mặt phẳng, ta kể các 
đường thẳng song song cách đều nhau d đơn vị chiêu dài. Thả 
chiếc kim có độ đài nhỏ hơn d lên 
trên mặt phẳng đó. Nếu chiếc kim 
rơi lèn trên đường kẻ thì lần thả 
đó được coi là thành công. Khám 
phá dầy bất ngờ của Buffon là tỉ lệ 
số lắn thả thành công so với không 
thành công là một biểu thức chứa 
số r- Nêu chiều dài kim bằng đ đơn 
vị, xác suất thả thành công lầ va Số lần thả càng nhiều thì xấp 
xỉ cho số z càng chính xác. Năm l9OI, nhà toán học người Ý 
MI. Lazzerini đã thả 3 4Ó8 lần và đưa ra giá trị của số z là 31415929, 
chính xác đến sáu chữ số sau dấu phẩy. Nhưng việc Lazzerini 
có thực sự tiến hành thí nghiệm của mình hay không vẫn bị 
Lee Badgert' ở Đại học Weher, Ogden, bang Lrah, Mỹ, đặt câu 
hỏi nghỉ ngờ. Trong một phương pháp xác suất khác để tính số 
r7 vào năm 1904, R. Chartes đã tìm ra xác suất để hai số (được 
viết ngầu nhiên) nguyên tế cùng nhau là E_ 





Thật đắng ngạc nhiên khi chúng ta khám phá ra sự đa năng 
của số z trong nhiều lĩnh vực khác nhau như hình học, xác suất 
và các phép tính vi tích phân. 


(l). Xem Eals: caÍctdutm 0ƒ âm by cxIxrimrmt (Nhing tính uxm duéá nghiệm su 
tẻ số 7) tác gia [John Madiox, Tạp chỉ NATLIRE, ngày T tháng 8 năm 94, ví 
30 [rang 32) 







Động đất 
và các lôgarit 


Lường như còn người 
có nhu cầu mô tả các hiện 
tượng tự nhiền bằng ngôn 
ngữ của roán học. Có lẽ vì chúng ta luôn muốn tìm ra các 
phương pháp mà nhờ đó chúng ta phần nào kiểm soát được tự 
nhiên đù có thể chỉ qua dự đoán. Động đất là một hiện tượng 
tự nhiên như vậy. 
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Biểu đỏ địa chấn của một trận động đất 


Thoạt nhìn có về như rất kì lạ khi liên hệ các lôgarit với 
động đất, nhưng phương pháp được sử dụng để đo cường độ của 
động đất đã chỉ ra mối liên hệ này. Độ đo richter được nhà 
địa chấn học người Mỹ Charles F, Richrer phát mình năm 1935. 
Thang đo này đo cường độ của trận động đất bằng cách mô tả 
lượng năng lượng giải phóng ra ở tâm chấn. Thang đo richrer 
tỉnh theo hàm lõga nên mỗi khi độ do richter tăng lên l đơn vị 
thì biên độ của đường cong trên biểu đồ địa chấn lại tăng lên 
gấp lễ lần, trong khi đó năng lượng do động đất sinh ra tăng 
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khoảng 30 lần. Ví dụ: trận động đất có cường độ 5 độ richter 
sinh ra lượng năng lượng gấp 3Ð lần so với trận động đất 4 độ 
richter. Vì thế, trận động đất 8 độ rìchter sẽ giải phóng ra một 
năng lượng gấp 30” hay 27 00 lần so với trận có cường độ 5 độ 
TÌChter. 


Các số trong thang đo richrer đi từ Ø đến 9, nhưng về mặt 
lí thuyết không có giới hạn phỉa trên nào cá. Một trận động 
đất có cường độ lớn hơn 4,5 đổ richter đã có thể gây ra thiệt 
hại, các trận động đầt nghiêm trọng có cường độ lớn hơn ¿. 
Clưing hạn như trận động đất ở: Alaska năm 1964 với cường 
độ 84 độ ríchrer và ở Sản Francisco năm l9Ó6 với cường độ 28 
độ cichtet. 


Ngày nay, các nhà khơa 
học chuyên nghiền cứu động 
đặt đi sàu vào tìm hiểu lĩnh 
vực địa chấn học, một ngành 
khoa học địa vật lí. Các thiết 
hị cùng những phương pháp 
tỉnh vị, nhạy bền đang được 





tìm kiếm và phát mình nhằm 
xác định và dự báo động đất. Hình mô tả máy phì địa chẩn dự 
Một trong những thiết bị đầu biết đến sớm nhất này đụ làm ra ở 

 . ` Trung Quốc vào thế kỉ II sCN từ một 
tiêu Và thường xuyên được Sư bình rượu bằng đồng có đường kính 
dụng là máy phi địa chấn, nó — khoảng lâm) Tám con rồng ngậm 
quả bóng bao quanh chiếc bình. Nhi 
có động đất, một con rồng nào đo & 
đạc và vẽ biểu đồ trần động làm rơi bóng của nó vào miệng con 
cóc ở bên dưới. Thiết bị này sau đẻ 
khóa lại, vì thế chỉ cho ta biết hướng 
khác ở mặt đất. của động đấu 


có thể tự động kiểm tra, đo 


đất cùng những rung động 


(1). Bang rộng ki rhớt của nước MS, 










Trần nhà parabol 
của tòa trụ sở 
(Quốc hội Mỹ 


Trong thể giới 
công nghệ cao của 


chúng ta ngày nay, 





thật thú vị khi biêt 
răng vào thế kỉ XIX, tòa nhà trụ sở Quốc hội Mỹ đã được thiết 
kế có thiết bị nghe trộm riêng một cách ngẫu nhiên, mà lại 
không phải là thiết bị điện tử. Trụ sở Quốc hội Mỹ được Tiến 
sĩ William Thornton thiết kế vào năm 792. Và nó bị quân đội 
Anh thiêu cháy năm l814. Đến năm ]l819, công trình này mới 
được xây dựng lại. 








Trần nhà của Ñatarv Full trnp trụ sĩ Chú hội Mš ngày rướy. 


¬ 


© phía nam của Rotrunda (đại sảnh có mái vòm) là Statuary 
Hall'" (sảnh tượng). Sở di nó có rên gợi như vậy là vì năm 1864, 
môi bang của nước My được đề nghị đóng góp tượng hai công 
dân nổi tiếng của hang đó để đặt trong phòng. Hạ nghị viện 


NÍy họp tại Staruary Hall cho đến năm TR57, Chính trong căn 














(l). Một Bbhimg bm trmg taa nha (hối hội MY dạnh để đặt namg những củng 
đủn NỈx 1w ii chưng 
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phòng này, lahn Quincy Adams, khi còn là một nghị sĩ Hạ viện 
đã khám phá ra hiện tượng truyền âm của nó. Ông phát hiện ra 
rằng tại những điểm nào đó trong phòng, người ta có thể nghe 
thấy rõ ràng những cuộc hội thoại ở phía bên kia phòng, trong 
khi những người đứng giữa không thể nghe thấy gì và tiếng ồn 
do họ gây ra cũng không ảnh hưởng gì đến âm thanh đến tì 
bên kia phùng. Bàn làm việc của Adams có vì trí trùng với tiêu 
điểm của một trong những trần nhà phản xạ parabol. Vì thế, 
Ông có thể đễ dành nghe trộm những cuộc nói chuyện riểng 
của các nưựhị sĩ khác đứng gẫn tiều điểm còn lạn. 


Các vật phản xạ parabol hoạt động theo cách sau: 


Am thanh đập vào vật phản xạ parabol thứ nhất (hoặc trơng 
trường hợp vàuy là trần nhà) tà bạt lại sng xmng đi tủ tật phản 
vạ barabdl thứ hai im đối điện với vật hẳn xạ parabol thứ 
nhất, tại đó âm thanh tứ tực phẩm xã tới ti điểm của tột 
phản xạ bayabiL thứ hai, Vì vậy, tất ca âm thanh xuất phát từ 
mét tiêu điểm sš truyền đến tiêu điểm đối điện 





Viên báo tưng Exlkrutorhant tại San Franeisxco, California, 
cùng có các vật phản xạ am parabol được trưng bày để phục 
vụ người đân. Chúng được đặt Ở các phía đối diện của một căn 
phòng lớn, các tiêu điềm của chúng được đánh dấu lại. Hai người 
có thể nói chuyện bình thường với nhau tại các riêu điểm này. 
Số lượng người cũng như mức độ ôn trong phòng đều không 


he cần trở khá năng nghe rõ trếng của hai người với nhau. 








(Í) Viện háu cung khoa học, nghệ thuật ta trí thức của bva vì p8 tại Su Frarutseo, Mš 









Máy tính, 
sự đếm 
và dòng điện 


Con người giao tiếp với 
máy tính điện tử bằng việc 
sử dụng một ngôn ngữ máy 





tính. Ngôn ngữ máy tính 
đến lượt nó lại được dịch 
thành một hệ đếm cơ số nào đó để có thể điều khiển các xung 
điện cấp cho máy tính hoạt động. Hệ cơ số lÔ hoạt động rất tốt 
cho những tính toán bằng tay của chúng ta, nhưng cần dùng 
một hệ cơ số khác cho các máy tính điện tử. Nếu các bộ nhớ 
được tổ chức ở hệ cơ số lÕ, sẽ phải có mười trạng thái khác nhau 
cho mười số tạo nên hệ cơ số 1Ô (©, 1, 2, 3.4, 5,6,7, 8, 9). Mặc dù 
điều này là có thể với một hệ thống cơ học, nhưng lại là không 
thể với dòng điện. Trong khi đó, hệ nhị phân (hệ cơ số 2) lại là 
một ứng cử viên hoàn hảo cho máy tính điện tử. Chỉ có hai số 
trong hệ nhị phân, đó là Ö và I. Các số này có thể biểu diễn dễ 
đầng bởi dòng điện bằng một trong ba cách sau: 


(l) Bật hoặc tất dòng điện. 
(2) Từ hóa một cuộn dây theo hướng này hay hưng ngướk lại 
(3) Nạp điện hay không nạp điện một rơde. 


Trong cả ba trường hợp, một trạng thái được chọn ứng với 
số Ö, trạng thái còn lại ứng với số 1. 


Các máy tính không đếm theo cách mà con người đếm: 
một, hai, ba, bốn, năm, sáu, bảy, tám, chín, mười, mười một, mười 
hai.. Thay vào đó, chúng sẽ đếm một, mười, mười một, một 
trăm, một trăm lễ một, một trăm mười, mỘt trăm mười một,... 


Như vậy, máy tính hoạt động bằng dòng điện. Các cơ chế 
của máy tính dùng dòng điện để dịch thành các kí hiệu mà 
chúng ta có thể hiểu được trên màn hình hiển thị. Khi dòng 
điện chạy qua những phần phức rạp của một máy tính, nó vẫn 





có thể bát hoặc tất một phần. Bật và tắt là hai trạng thái duy 
nhất của dòng điện, đó chính là lí do vì sao chỉ có hai chữ số Ô, 
I và hệ nhị phân là được sử dụng trong máy tính. 

Íí——— 


một, hai, ba, bốn. năm, sáu, bảy, tám.... 
1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000.... 
—— 





Khi chứng ta viết số, ta dùng các chữ số O, l2 345 67.89 
Chưng ta gọi đây là hệ cơ số lÔ tì có tmm## chữ số được sử dựng 
để biểu điền bát kì số nào khác. VỊ trí của mỗi chữ số trưng một 
số biểu điền cho chữ số dó nhân với một lấy thựa cơ số ]Ô. Khi 
chưng ta viết các số, giá trị của mỗi chữ số phụ thuộc vào tị trí | 
của rỏ trơng số đó, tí đụ: 

5374 không có nghữa là 5 + 3 + 7 + 4, mà là 

5 nghm + 3 trăm + 7 chục + 4 đm tị 

Mỗi tị trí trưng số là một lừy thựa cơ số mùi: 

Nghì = JÓŒ = l0 x I0 x0 =1 

Trm = ĐỘ = 0x Ó= lI? 

Chục =l0= 

Em tị = l= lữ 


| Cúc máy tính tiết số chỉ oới hai chứ số Ô uà L Hệ đêm của chíng 
gọi là hệ cơ sĩ 3 bởi chí có hai chữ số đứt dừng để biếu diễn 
các số và mỗi tị trí trơng một số là một ly thừa cơ số hai. Vị trí 
đâu tiền là của Ì, sac đó là tị trí của 2 tiếp theo là tị trí của 
2x ¿=-4 rỗi của 2x 2 š 2 = R.. 


2x J4 ¿=BÌm 2x 2= 4$ịun 2 lân I lần 
_ * z Pu 

như vậy số HÔI sẽ hàng 

lxB8+ lx4+OÔx2+lx]I= HD rmg hệ cơ số lÔ 









Tô-pô, một trò 
chơi toán học 





Tô-pê là một trò chơi 
với rẫt nhiều chiến thuật 
biến đổi. Bao nhiêu người 
chơi cũng được. Khi bạn mới tập chơi, hãy hắt đầu với hai người 
chơi. Trò chơi này gồm có ba phần: 


L. Ve CdC Ö để chuỷ. 
j[ Điển vì tàa một sỸ hoặc tất cả các ô. 
LH. An cac ô. 


| Mỗi người chơi lần lượt vẽ một ô liễn sát ô người kia 
vừa ve theo cách bất kì. Mỗi người vẽ mười ô, như 
mìỉnh họa ở hình A. 


II. Mỗi người chơi dùng bút màu khác nhau và lẩn lượt 
điền số vào một ô nào đó cho đến khi mỗi người điển 
được các ô với tổng các số trong đó là IOO. Nếu người 
chơi điền ngay số IÔÕ vào một ö nào đó, thì người đó 


sẽ chỉ có một ö đó là của mình. 


[H. Mục tiêu của trò chơi: Khi kết thúc, người chơi có số 
Ô của riêng mình nhiều hơn sẽ chiến thắng. Chú ý 
răng giá trị các số trong Ô không ảnh hưởng đến kết 
quả trò chơi. 


(Xách che: Một ô của người này bị ăn khi một hoặc nhiều ô 
của người kía nằm sát bền cạnh nó có tổng các số lớn hơn số 
trong ô đó. 


Khi một ô bị ăn, nó bị loại khỏi cuộc chơi và được đánh dấu 
cho người đã ăn nó. 


Một người lần lượt ăn một ö của người khác cho đến khi 
không còn Ô nào ăn được nữa. 


chơi 


thể rất hấp dẫn. Cầng 


vài biến 


càng khám phá ra 


AI 


Tô-põ có mí 


bạn sẽ 














Dãuy số 
Fibonacci 


Fibonacc1", một trong những 
nhà toán học hàng đầu thời 
Trung cổ đã có những đóng gúp 
to lớn trong số học, đại số và hình học. Tên khai sinh của ông 
là Leonardo đa Pisa (1175 - 125), con trai của một viên chức hải 
quan người ŸÝ làm việc tại Bugia (Bougie ngày nay), Bắc Phí 
Công việc khiến cha ông phải đi đến nhiều thành phố phương 
Đông và Á rập khác nhau. Chính ở những vùng này, Fibonacci 
đã làm quen với hệ thập phân Ấn Độ - h rập, hệ số có má 
trị hàng của chữ số và sử dụng kí hiệu cho số Ø. Vào thời gian 
này, các số La Mã vẫn đang được dùng để tính toán tại nước km 
Fihonacci nhận thấy được giá trị và về đẹp của các số Ấn Độ 

A rập, do đó ông ũng hộ mạnh mẽ việc sử dụng chúng. Năm 
I2Ô2, ông viết cuốn Liher Abaci (Sách tính toán), một cuốn sách 
hưởng dẫn rất đầy đủ và toàn điện, trong đó giải thích cách sử 
đụng các số Ấn Độ Ả rập; cách cộng, trừ, nhân và chia với 
những số này; cách giải các bài roán và những thảo luận xa hơn 
nữa vẻ đại số và hình học. Các nhà buôn Ÿ bấy giờ miễn cưỡng 
thay đổi cách thức tĩnh cũ của mình, nhưng thông qua những 


tiếp xúc thường xuyên của họ với Ä rập và các tác phẩm của 
Fibonacci cùng các nhà toán học khác, hệ kí sế Ấn Độ - Ả rập 
đã được giới thiệu và dẫn dần chấp nhân Ở ChẦu Au. 





Có vẻ như thật trớ trêu khi Ea ni nổi tiếng ở thời đại 
ngày nay không phải nhờ những đóng góp to lớn của ông cho 
toán học mà là nhờ một dãy số vốn là kết quả của một bài toán 
rất ít người biết đến trong cuốn Liber Abaci của ông. Thời điểm 
ông viết bài toán này, nó được coi như là một bài tập trí tuệ 
thông thường. Sau đó, vào thể kỉ XIX, khi nhà toàn học người 


(l). Flxwuwrt cñ nghữa là "cm trai của Ymuvcf” 


Pháp Edouard Lucas biên tập một bộ sách bốn tập về toán học 
giải trí, ng gắn tên Fibonacci cho dãy số kết quả của hài toán này 
trong cuỗn Liber AbactL Bài toán sinh ra dãy Fibonacci như sau: 

l) Giã sử một cặp thỏ một tháng tuổi (gồm một con đực và 
một con cái) còn quá nhỏ nên chưa thể sinh sản được, nhưng 
khi được hai tháng, chúng đã đủ lớn để sinh con. Giả thiết 
thêm rằng bắt đầu rừ tháng thứ hai, chúng sinh một cặp thỏ 
con (gồm một thỏ đực và một thỏ cái). 


2) Nếu mỗi cặp thỏ đều sinh sản theo cách như trên thì sẽ 
có bao nhiêu cặp thỏ vào mỗi đầu tháng? 
€2 = cặp thỏ đủ lớn để sinh con 
€= cặp thỏ còn nhỏ chưa sinh sẵn được 
Ñj hưmg cạp thỏ 
| = Fl = số Fibonacci thứ I 
[= F2 = số Fibonacci thứ 2 
2 = F3= Số Fibonacci thứ 3 


J = Ï'4 = số Fibonacci thứ 4 ` 


= FŠ = số Fibonacci thứ 5 


Môi phân tử của dãy Fibonacci là tổng của hai phần tử ngay 
trước nó và được biểu diễn bởi công thức: Fn = Fn-1 + Fn-2 


Fibonacci đã không nghiên cứu dãy số kết quả này vào thời 
đó và cũng không có một ý nghĩa quan trọng nào của nó được 
đưa ra cho đến thế kỉ XIX, khi các nhà toán học bắt đầu chú ý 
đến dãy số, các tính chất và lĩnh vực mà nó xuất hiện. 


Day FibmuiccL hiện điện ở 

[ Tam giác Pasal, công thức nhị thức tả xác suất 
II. Tí lệ uàùng uà hình chữ mhật dàng. 

HH. “Tư miền và thực tật. 

[V. Các mẹa toán học thú tị 

V. Các đồng nhất thức trơng toán học. 
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Biến dạng 
của định lí 
Puthagoras 


Pappus là nhà roán học 
Hy Lạp sống ở AÄlexandria 
vào khoảng những năm 300 
trŒ.N. Ông đã chứng minh 
một biển đạng lí thú của định lí Dythagoras. Thay vì làm việc 
vớt các hình vuông rrên hai cạnh bên và cạnh huyền, định lí 
của ông áp dụng cho bất kì hình bình hành nào dựng trên hai 


cạnh góc vuÔng và cạnh huyền của một tam giác vuông cho sẵn. 





Q 


Sử dụng một tam giác vuông bất kì và tiến hành theo các 
hước sau đây: 


D Dựng hai hình bình hành bất kì trên hai cạnh bên của 
tam giác vuông đã cho. 

3) Kéo đài các cạnh của hai hình bình hành cho đến khi 
chúng gặp nhau tại điểm P. 

3\ Vẽ tía PA sao cho tia PA cất đoạn BC tại điểm R. Trên tía 
PA lấy điểm © sao cho R nằm giữa Á, Q và |RO| = |PAI 

4) Ihmy hình bình hành trên cạnh huyền ĐC sö cho nó 
có hai cạnh đến song song và bằng RỘ 





Kết luận của Pabbas l3iện tịch của hnú bình hành dựng trên 


cạnh huyện bằng tông điện th của hai hình bmh hành vòn lai 






Bộ vòng ba, " | 
mm ^ ` + lAN ^ Liêu gì sẽ xảy 
một mô hình tô-pô HÉ buể ii 

° [A HICU E1 MÔ dịi 


một chiếc vòng? 





C3 phải hai uòng nào cứng trôi vớ nhau hày không? 


( 2 phải ca bạ tong cưng Tuổi tới Than” 







Leonardo da Vìnci đã 
nghiên cứu rất nhiều về 
các tỉ lệ trên cơ thể con | 
người. Hình vẽ của ông dưới đây đã được nghiên cứu tỉ mỉ trước 
khi đem trưng bày để minh họa cho các ứng dụng tỉ lệ vàng.” 
Đây là một trong những hình vẽ mà ông mình họa cho cuốn 
sách I* IWvbuwt Prolortine (Về nhưng tỉ lệ thân thánh) xuất bản 
năm 1599 của nhà toãn học Luca Pacioli. 


ƒ. ~Rn “nga —~. ca +. an “-.v +! 


ND la HENG 
| 1 ”- sua Ẳ ụ : “ Ị ” 





(l) Phu ngữ H lè tạng côn điệc nhạc đến ru là H vì ứng, căm ;l tụmJ 

Nít ra Ý nghữi ° mui hmh lụa: khủ s4 tụng đút tí trốt doạm thẳng nh xue 

Đêm B chữa duan AC? «ứi chỉ [| AC” |; | AB —( AB|/|X: |L Cái trí của 
Ta 


tt Í" tùng thất xưc dựụuh bù J+ Nã_ 
”u_ ~ịn À 
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Tỉ lệ vàng cũng hiện diện trong tác phẩm chưa hoàn thành 
Ñ. Jerơme (Thánh ]erme) của Leonardo đa Vinci, tác phẩm được 
Ông vẽ vào năm 1483. Cx¡ thể của Thánh Jerome vừa vặn một 
cách hoàn hảo trong một hình chữ nhật vàng (được thêm vào 
trong bức tranh để mình họa). Người ta tin rằng đây không 
phải là sự tỉnh cờ mà chính là Leonardo đã cô tỉnh vẽ nên hình 
đáng cơ thể Thánh theo tỉ lệ vàng bởi ông luôn quan tâm sâu 
sắc và ứng dụng toán học vào trong các tắc phẩm và ÿ tưởng 
của mình. Leonardo đã từng nói: "...không có như câu nảo của 
LẺNL TIEI/N CÓ thẻ (1Ì lái khúa hịúc trứ khí nó theo đuối cũn địa 1 cú 


mình thống qui những giải thíh và biểu điền toán học”. 





M k®rdmme Leunardud vị VinectL Khoảng năm ]45), 










Đường dây xích 
và đường cong 
parabol 


Một dầy xích treo tự 
do tạo nên một đường 
cong, nó được gọi là 
đường dây xích!” Đường 





đầy xích trông giống như parahol, ngay cả Galileo ban đầu củng 


tin nó là một parabol. 


ï TH... 
HưN 


Vị a lý wếP: F 


Khi các vật nặng được gắn vào đường dây xích tại những 
điểm cách đều nhau, đường dây xích trở thành một đường 
parahol. Hiện tượng này giống như ở cầu cấp treo, chẳng hạn 
như ở cây cầu Cổng Vàng tại San Francisco. Trên cây cầu này, 
đường parabol được hình thành khi các tải trọng thẳng đứng 
được đặt vào đường cáp cong hình dây xích. 


Tại Viện Bảo tàng Exploratorium ở San Francisco cũng 
trưng bày một cổng vòm cong hình đây xích treo. 


(ll Phim trồnh của điểmng dây xích là: y = a codh ) trong đó trực x ld 
, q 
đhưmp chuẩn. 
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đây thành một hình chữ T. 





để chữ T. 
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Thales (642 546 tr€.N) Thales và 
được biết đến như một tronp 


bảy nhà thông thái vĩ đại đại kim tự tháp 
của Hy Lạp cổ đại Được —~ — — 


mệnh danh là cha đẻ của lập luận sưy điển, ông đã đưa những 
nghiên cứu hình học vào Hy Lạp. Ông là nhà toán học, một thầy 
giáo, nhà triết học, nhà thiên văn học, một thương nhân tài ba 
và là nhà hình học đầu tiên đã chứng minh được các lí thuyết 
của mình bằng kiểu chứng minh từng bước. Thales đã dự đoán 
chính xác hiện tượng nhật thực vào năm 585 tr .N và làm người 
Hy Lạp phải sửng sốt khi ông tính toán được chiều cao của kim 
tự tháp Kheops” nhờ bóng của nó và các tam giác đồng dạng. 









Các bước tính toán: 

Hlmh vẽ phía trên cha thấy bóng của kim tự tháp Kheobs trên mặt 
đất. Một thanh có chiêu dài da biết, | LX” |, dạ đặt vuông góc tới 
mặt đất tại đình của hóng râm tại điểm C,, mg của thanh cá độ dài 
| CE |; | AF | là chiêu dài : cạnh đảy của kim tự tháp. Báy gi, 
chiếu cao x của kim tự tháp có thể tính dễ dàng nhờ các tam giác 
đồng dạng: tạm giác ABC” tà tam giác CDDE, 

—x _ |AC| LCD [.| AC 
| CD | ICE | CE | 








& 
g 


. tì thể X = 





(lì EMiy là kmn tứ tháp cổ nhật vũ lớn nhất trong bạ kim tự tháp liện còn lại 
È Cao, Ai Cặp, Nó la kí qưm che nhất trong hảy kì qum của thể guấi cổ đại 
cản lại đến ngày rướy. 











Khách sạn 
Võ Hạn 





Một trong những tiêu 
chuẩn đối với thư kí làm 
việc ở khách sạn Vô Hạn là 
có kiến thức làm việc về vô hạn. Paul nộp đơn, trả lời phỏng 
vấn và bắt đầu làm việc từ tối ngày hôm sau. Paul tự hỏi vì sao 
khách sạn lại đồi hỏi tất cả các thư kí phải biết về vô hạn, các 
tập hợp vô hạn và các số siêu hạn. Anh đoán rằng vì đó là một 
khách sạn có vô số phòng nên việc có phòng trống cho khách 
sẽ không có vấn đề gì. Sau đêm đầu tiên làm việc ở khách sạn, 
anh rất vui mừng vì mình biết thêm điều đó. 


Khi Paul đến thay phiền cho cô thư kí làm việc ban ngày, 
cô thông báo cho Paul biết hiện có vô số phòng đã có người ở. 
Khi cô thư kí rời đi, một người khách mới bước vào đặt phòng. 
Paul cần quyết định xem sẽ xếp vị khách này vào phòng nào, 
Anh suy nghĩ giây lát, sau đó quyết định chuyển mỗi người 
hiện đang ở trong khách sạn tới căn phòng có số lớn hơn số 
phòng cũ l đơn vị, bằng cách đó Paul có thể giải phóng phòng 
số l. Paul cảm thấy mãn nguyện với cách giải quyết của mình, 
nhưng ngay lúc đó, một xe buýt chở vô số khách hàng mới lại 
tới. Paul sẽ phải xếp phòng cho họ như thế nào đây? 


cPnnlÙ "I= 








—— 


Y tưởng tể một khách sạn vô hạn phòng địá& nhà toán học Đức 
LXxxuid Hihzr (62 - 43) nghĩ va đầu tiên. 


Xem phân Lời giải và đáp án để biết cách giải quyết của Paul, 
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Tinh thể - 
khối đa diện 
cúa tự nhiên 


Từ xa xưa, các khôi đa 
điện đã xuất hiện trong các 
tài liệu toán học, nhưng 







nguồn gốc của chúng thậm 
chí còn từ trước đó nữa và có mối liên hệ với nguồn gốc của 
tự nhiên. Các tỉnh thể hình thành trong hình dạng của các 
khối đa diện. Ví dụ như tỉnh thể natri clorat có dạng khối lập 
phương và tứ diện, trong khi tính thể phèn crem thì lại có đạng 
khối bát điện. Hấp dẫn không kém là sự xuất hiện của tỉnh 
thể hình khối mười hai mặt và hai mười mặt trong các cấu trúc 


vương của loài trùng tia — những động vật biển rất nhỏ. 










⁄⁄ N 
SZ 


=> 


`¬—-2 


Khái da điện là thể rắn có 
nhiều mặt là đa giác. Chúng 
được gọi là đa điện đểu khi 
các mặt của chúng đều là các 
đa giác bằng nhau và các góc 
bằng nhau. Vì vậy, một đa 
điện đêu có tất cả các mặt 


bằng nhau, tất cả các cạnh Trùngtia z⁄/ 
= W - “1 








bằng nhau và rất cả các nóc bằng nhau. Có vô vàn kiểu đa 
diện nhưng chỉ có năm loại đa điện đều với tên gọi là các khỏi 
Plerm.'"' Chúng được gọi theo tên của Plato, người đã tìm ra 
chủng một cách độc lập vào khoảng năm 400 trCN. Sự tốn tại 
của chúng đã được biết đến từ trước đó bởi những môn đồ của 
Pvthagoras, người Ai Cập cũng đã sử dụng một vài khối Platon 


vào các công trình kiến trúc và những thiết kế khác của họ. 


Năm khốt Plutxm 


Bát d tên 


Khối mười hai mặt 





(l\ Xem mục Nam khối Phưúm (trang lI2) 
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Tam giác Pascal, 
dấu số Fibonacci 

và công thức 
nhị thức 








Rlaise Pascal (1623 
- l6”) là nhà toán 
học nồi tiếng người 
Pháp, người đã có thể 
trở thành một trong 
sẽ những nhà toán học vĩ đại nếu khóng vì những niềm tín 
tôn giáo, sức khỏe kém và sự ngần ngại đi sâu rìm hiểu hết mọi 
Mặt của một vấn đề toán học. Cha của ông, vì sỹ rằng cọn trai 
cñné sẽ đam mê toán học như mình? và móng muên con phát 
trên học vấn toàn điện hơn, nèn ngay từ đầu đã không khuyến 
khích Pascal học toán để cậu có thể phát triển những sở thích 
khác. Nhưng đến năm Í2 tuổi, Pasal đã bộc lộ mình là một 
thiên tài về hình học đến nỗi sau đó thiên hướng toán học của 
cậu đã được cổ vũ. Pascal rất tài năng, lúc mười sáu tuổi, Pascal 
đã viết một bài luận về các đường conic khiến nhiều nhà toán 
học ngạc nhiên sửng sốt. Trong bài luận có một định lí sau đó 
được biết đến như là định lí Pascal, phát biểu như sau: Các cạnh 
đôi điện của một hình lục giác nội tiền trơng hình nớn giao rhưm 
tuí ba điểm tháng hàng nhau. Năm Tà cuối, Pascal phát minh ra 
chiếc máy tính đầu tiên. Vào thời điểm đó, sức khỏe của Pascal 
rầt vếu và Pascal đã thể trước Chúa là sẽ từ bỏ nghiên cứu toán 
học. Nhưng ba nầm sau, Dascal việt lạt những kết quả mà mình 


` 
ˆ 


thu được về tam giác Pascal và các rính chất của nó. Đêm ngày 
23 tháng IÏ năm 1653, Pascal trắi qua một biến động về mặt tôn 
giáo, thúc giục ông cộng hiển cuộc đời cho thần học và từ bỗ 
cả toắn học lẫn khoa học. Ngoại trừ một khoảng thời gian ngăn 
(giữa năm ló58 - I5), thời gian còn lại Pascal không bao giờ 
nghiên cứu toán học nữa. 


(1). Edenne Dasxdl vật ẻu dh toán học tà thực tế dường ốc sên của Pawal là 
đụ gói thao tên của ông chứ không phui là cơm trai ông. 
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Toán học có cách của nó để kết nối các ý tưởng bê ngoài 
có vẻ như chẳng có liên hệ gì với nhau. Cũng tương tự như vậy 
đối với tam giác Pascal, dãy số Fibonacci và công thức nhị thức 
Newron. Tam giác Pascal, dãy số Fibonacci và công thức nhị 
thức Newton bẻ ngoài có vẻ như không liên quan gì, nhưng tất 
cả chúng đều có liên hệ với nhau. Hình vẽ dưới dây thể hiện 
mối quan hệ của chúng. Tổng các số đọc theo các đoạn thẳng 
chéo của tam giác Pascal sinh ra đãy số Fibonacci. Môi hàng của 
tam giác Pascal đưa ra các hệ số của nhị thức (a + b} lũy thừa 
lèn một số cụ thể nào đó. 


Ví dụ: 

(a+ bŸ =1 ] 

(a + bì! = la + 1h l l 

(a + b}ˆ = la + 2ab + 1h l Ka l 

(a + b)” = la? + 3a?b + 3ah2 + Thì ] 3 3 l 
Tam giác Paswal Dãy Fibmacci 





® ° ®@ “ 
(a+b)P"=a#+n.anl,b Ta Ụ an-^ b* + 
¡nỉ bnˆ+n.a. bnl+ kn 


1 gÓ 
Công thác nhị thức Newton 










Toán học 
trên bàn bi-a 


Ai có thể tín rằng kiến 
thức về toán lại có thể hữu 
ích cho người chơi bí-a? Giả 
sử có một bàn bi-a hình chữ nhật có các cạnh tỉ lệ nhau theo 
các số nguyên, ví dụ 7:5 chẳng hạn. Một quả bóng đánh từ một 
óc nào đó theo hưởng 45° sẽ đi đến một trong sỐ các góc sau 
một số lần va đập vào thành bàn. Số lần va đập trước khi tới 
góc cho hởi công thức: 


Đài + rộng — 2. 


ĐIỂM BẮÁT ĐẦU 






ĐIỂM KẾT THÚC 
sau ]Ô lẫn va đặp 
Với bàn bi-a trên, số lần va đập là IÔ. 


7+5 - 2= 0 (lần va đập). 


Chư Ý dạng của tam giác vuông cân trơng tiệc xác định diểmng đi 
cửa qưả bóng. 










Hình học 
trong đường ởi 
của electron 


`. 


Các hình dạng hình 


học khác nhau xuất hiện 





trong nhiều phương diện 





của thế giới vật lí Rất 
nhiều hình không thể nhìn thấy được bằng mắt thường. Trong 
đường đi của hạt electron cụ thể sau, sự hiện diện của hình ngũ 


giác đều là rất rõ ràng. 














Các nhà hình học 
tÔ-ĐÔ đã tạo ra một số vật 


và chiếc 
thể rất thú vị. Di Möbius, bình Klein 
do nhà toán học người Đức 


Aupustus Möhius (1790 - 1868) tạo ra, là một vật thể như vậy. 


Dái Möbius 








Hình vẽ trên minh họa một băng giấy được dán lại để 
thành một vòng. Một mặt giấy là ở phía trong vòng, còn mặt 
kia ở phía ngoài của vòng. Nếu một con nhện đang bò trên mặt 
ngoài của vòng giấy thì cách duy nhất để nó có thể hồ sang mặt 
trong là bò qua mép của vòng giấy. 





Côn hình vẽ trên đây mình họa di Möbies, nó được tạo ra 
từ một băng giấy đã xoắn lại nửa vòng trước khi dân lại. Bây 
tiờ, vòng giây ở dạng này đã không còn hai mặt nữa. Nó chỉ có 
một mặt. Nếu con nhện bắt đầu bò dọc theo đãi Möbius, nó có 
thể bò trên toàn bộ đải này mà không cần phải hò qua mếp, 


[Xê chứng mình điều này, bạn hãy cầm một cây bút và vẽ một 





đường liên tục. Bạn sẽ đi qua roàn bộ đải giấy và trở về vị trí 
đạt bút vẽ ban đầu. 





Bạn hãy khám phá thêm một tính chất lí thú nữa của dải 
Möhius bằng cách cắt nó theo đường nét đứt ở giữa nhé! 


Các đãi Möbius ở dây curoa của ô tô hay dây curoa cho các 
thiết bị cơ khí đặc biệt được quan tâm trong công nghiệp bởi 


chúng mòn đêu hơn các dây curoa thông thường. 


Thú vị không kém dải Möhius là bình Klein. Felix Klein, 
một nhà toán học người Đức (1849 1925), đã tìm ra mô hình 
tÖ- pô của một chiếc bình đặc biệt chỉ có một mặt này. Bình 
Klein chỉ có mặt ngoài mà không có mặt trong. Nó đi xuyên 
qua chính nó. Nếu rót nước vào bình Klein, nước sẽ tràn ra 
ngoài tại đúng chỗ bạn rót nước vào. 


- 


ƒ | 


7 41217724, 





Có một mối liên hệ đặc biệt giữa dải Möbius và bình Klein. 
Đó là nếu cắt bình Klein thành hai nửa dọc theo chiều đài của 


nó thì ra sẽ có hai đải Möbius. 









Câu đố của 
Sam Loụud 





Câu đố này được nhà đô 
vui nổi tiếng Sam Loyd đưa 
ra. Yêu cầu là phải tìm được 
đường để ra khỏi viên kim cương. Bạn bắt đầu đi từ tầm, Ô có 
số 3, Số này chỉ dẫn là ở bước đâu tiền bạn phải di chuyển qua 
› hình vuông sang phải, sang trái, lên, xuống hoặc theo đường 
chéo. Sau khi đi chuyển bạn sẽ đặt chân vào một ô khác, số ở ô 
đó sẽ chỉ sổ õ mà bạn phải di chuyển trong bước tiếp sau theo 


mỘt trong tắm hướng. 


Chúc bạn may mắn! 





Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án, 
mục Cầu đồ của Sam Loyd. 
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Toán học 
và trò chơi 


gấp giấu 


Hầu hết chúng ta đã 
từng gấp một mảnh giấy 

và cất nó đi, nhưng tất ít 

người chú định gấp giày đè 
tìm hiểu các ý tưởng toàn học trong đó. Gấp giấy vừa là một 
hình thức học hồi, vừa là một hình thức giải trí. Ngay cả Lewis 
Carroll cũng là một người say mê gấp giấy. Mạc dù gấp giấy 
có ở nhiều nền văn hóa, nhưng người Nhật đã phát triển và 
phổ biến nó thành một hình thức nghệ thuật gọi là origami. 


“+A“ 


Mót vài khía cạnh toán học trong gấp giây 

Nhiều khái niệm hình học xuất hiện một cách tự nhiên 
khi gấp giấy. Ví dụ như: hình vuông, hình chữ nhật, tam giác 
vuông, đồng dạng, đường chéo, trung điểm, nội tiếp, diện tích, 
Hình thang, đường trung trực, định lí Pythagoras, các ý tưởng 
hình học và đại số. 


(xi đây là một xố mẫu gấp giấy thể hiện ứng dụng của 
các khái niệm này. 

1 Từ một mãnh eiấy hình chữ nhật tạo thành một 
hình vuông. 

it bổ phần này đi. 





1) Với mảnh giấy bình vuông, ra tạo 4 tam giác vuông 
băng nhau. 


ii) Tìm trung điểm của cạnh hình vuông. 


(ÍJ Tên thật là C]uwls Liduadge Iodgvm, Lưuds (Sarrdl là ba ảnh của êmp 
Cg là nhà văn, nhà tưin học, rà logic và nhiếp ảnh gia người Anh mỗi tràng, 
tác giai cúa truyện Altce ở xứ sở thần tiên. 
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iv) Nội tiếp một hình vuông trong mãnh giây hình vuông. 





v) Tìm hiểu những nếp gấp trên mảnh giấy, chú ý rằng hình 
vuông nội tiếp có diện tích bằng-+ điện tích hình vuông lớn. 


vị} Tạo hai hình thang hãng nhau bằng cách lấy một mẫu 
giấy hình vuông và gập nó dọc theo bất kì cạnh nào sao cho 
nếp gấp đi qua tâm hình vuông. 


w) Tạo đường trung trực cúa một đoạn thẳng bằng cách 
gập đòi hình vuông, nếp gấp sẽ là đường trung trực của cạnh 


hình vuông. 


vi) Biểu diễn định lí Pythagoras: 


Gp mình giấy vuông như minh họa trong hình vẽ bên dưới. 
F B N 


ˆ = điện tích hình vuông AĐCT) 
? = điện tích hình vuông FBIM 
bˆ = diện tích hình vuông AENC) 


I. 
t 


>~ 
Ũ 


«. 





D 


Bằng cách so sánh các hình bằng nhau, ta có 

Điện tích hình vuông FBIM = diện tích tam giác ABK 
từ 

[hen tích AFNC) = diện tích BCDAK 

(diện tích còn lại của hình vuông ABC). 


Vì vậy, a2 + b¿ = cổ, F ù 


Â 


ix) Biểu diễn định lí tổng các góc trong của một tam giác 
bằng I8ƠØ° bằng cách lấy một mẩu giấy tam giác bất kì và gập 
nó dọc theo các đường nét đứt như hình dưới. 






A/0:dNGC, Ũ ị C 
A +B+C=a°+c°+b°=lI89- chúng tạo thành 
một đường thẳng. 
x) Dựng một parabol bằng cách gập các đường tiếp tuyến. 


Các bước gập: Xác định tiều điểm của parabol là điểm cách 
mép tờ giấy khoảng chừng vài xăng-ti-mét. Gấn tờ giấy khoảng 
20 hoặc 3Ó lần như hình vẽ. Các nếp gấp này là tiếp tuyến của 
parabol và hình dáng của đường cong. 





¬ 
Thử ca." 
nh 


| > 
s —=.© ....... n 





NIỄM VI TOÁN HOI: 53 






Mẹo Fibonacci 





Mỗi phần tử trong dãy 
Fibonaccf° được tạo Ta 
bằng cách cộng hai phần tử ngay trước nó. Bất kì dãy nào được 
tạo ra bằng cách đó đêu được gọi là dãy Fibonaccl. 


l, l, 2, 3, 5,6, 12, 21, 
34,55,89,144,233, 37, 
610, 98/, 159/, 2584, 
4I8Il, 6/65, 1094ó, 
17/1, 2865/, 46368, 
/5025, 121393, 196418, 
31/6H, 514229, ... 


Bạn hãy chọn hai số bắt kì và tạo ra dãy Fibonacci từ hai sẽ 
đó. Tổng mười số đầu tiên trong dãy số của bạn sẽ luôn lớn gấp 
II lần số thứ bây trong dãy. 


Bạn có thể chứng minh điều này với hai số ban đầu hất kì 
được không) 


Xem phân Lời giải và đáp án cho chứng mính 
của mẹo Flibonacc1. 


(l). Xem múi Dấy Fibømacci và tự nhiên (trang 325) dể biết thêm thông tím. 
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Quá trình 

phát triển củ 
các kí hiệu 

toán học 


Kể từ khi người Babylon 
đầu tiên vạch chữ hình nêm 
của mình lên tấm đất sết và 
chừa chỗ trống cho số Ø, các 
nhà toán học đã phát minh 
ra kí hiệu cho các khái niệm và phép tính nhằm đảm bảo tình 
rõ ràng và tất nhiên là tiết kiệm thời gian, công sức và cả khòng 
gian lưu trữ các ghì chếp nữi, 


Trong suốt thế kỉ XV, một số biêu tượng đâu tiên được dùng 
để kí hiệu cho cộng và trừ tương ứng là p và m. C3íc lái buôn 
người Đức thì dùng + hay để kí hiệu cần nặng thừa hoặc 
thiêu. Lhời điểm đó, + và — được các nhà toán học riếp nhận 
và sau năm |4ðL, chúng bắt đầu xuất hiện trong các bản thảo viết 
tay, Ní hiệu cho phép nhân, x, được cho là do dam CÂuehtred 
(1524 - lobŒ đưa ra, nhưng nó gần phải phần ứng của mệt số nhà 


toán học hởi họ cho rằng kí hiệu này đễ nhằm lân với chữ cái x, 


Thòng thường. có bao nhiều nhà toán học thì sẽ có bấy 
nhiều kí hiệu. Chẳng hạn vào thế kí XVL Francon Viera đầu 
trên xử dụng rừ aequalis và san đó là biểu rượng ~ để kí hiệu sự 
băng nhau. Trong khi đó, Descartcs lại rhích dùng kí hiệu CXˆ 
đề biểu diễn đẳng thức hơn, cuối cùng thì kí biêu = của Robert 
Recorde (1557) đã được tiếp nhận. Theo ông, các đường thẳng 


¬ 
song sóng là những hình biểu thị rõ nhất sự băng nhau, 


Mặc dù các chữ cái được các nhà roán học Hy Lạp cổ đại 
Euclid và Aritstorle dùng để kí hiệu ẩn số, nhưng cách làm này 
không phổ biến vào thời đó. Đến thế kỉ XVI, các chữ như radix 
(dếng Latinh nghĩa là căn nguyên), TC (tiếng Latinh nghĩa là 
vận, cosa (tiếng Ý nghĩa là vật), coss (tiếng Đức là vập) được 
dùng để chỉ ẩn số. Vào giữa những năm 1584 - 1589, khi luật sư 
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Francois Vieui nghĩ làm việc tại Nghì viện Anh, öng tập trung 
nghiền cứu rộng khấp các công trình khoa bọc của nhiều nhà 
toán học khác. 


Ông phát riển hệ kí hiệu dùng chữ cái đại điện cho những 
đại lượng đương đã biết và chứa biết. Descartes cải biến ý tưởng 
của ông và đưa ra hệ kí hiệu dùng những chữ cát đầu tiên trong 
bảng chữ cái cho những đại lượng đã biết và những chữ cái cuối 
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cùng cho các đại lượng chưa biết. Cuối cùng, vào năm ló5?, các 


chữ cái được John Hudde dùng để kí hiệu cả số ầm và số lương, 


Biểu tượng ø được người La Mã dùng để kí hiệu số IÔÓO và 
sau đó là bất kì một số rất lớn nào. Vào năm 1655, John Wallis, 
một giáo sự Đại học Cxford, Mỹ, đã dùng kí hiệu œ cho vô cùng 
lần đầu tiên. Nhưng nó không được dùng rộng rãi cho đến khi 
được Bernoulli sử dụng vào năm 1713, 


Các kí hiệu khác cũng được phát triển, như việc sử dụng dấu 
ngoặc đơn vào năm 1544, dấu móc căn bậc hai và dấu ngoặc 
nhọn vào năm 1593, dấu căn bậc hai do Descartes nghĩ ra (ông 
dùng ve để kí hiệu căn bậc ba). 


Thật khó có thể tưởng tượng chúng ta sẽ phải làm cách nào 
để giải các bài toán mà không có dấu +, kí hiệu cho số Ø, hay 
bất kì kí hiệu toán học nào khác mà chúng ra vẫn thường coi 
là hiển nhiên. Cũng thật khó để nhận ra rằng phải mất nhiều 
thế kỉ đến thế để các kí hiệu toán học phát triển và được chấp 
nhận trên toàn thế giới như ngày nay, 


Bảng so sánh các kí hiệu và biểu thức toán học 
kaa bi sử đá d0. luể xưa Ko HAY. 


TU ỲỳNG (I5I - 1526) _— P. R.14 v*7+ x14 
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Các thiết kế 


hình học cúa 
Leonardo 


da Vinci 


đối xứng của tòa nhà chính. 





. ^ 
v1 „mm 4 Vi in 
li năm SG 
:. | _—=m 


V51 25j<ar 3e 
ÖỔ *Pw@®Y‹¿^Afa ».; AgAP 
s.Y:^ Noi: Anh tbỷ ^Ý +} ..¬| 

»ạtx4|= S6: ¬ „ -*`A# 


. K. “Ƒ tản voi © VN 
RA) NuẾt: 






lÌ* ..» ha „-« củ vì 
+) ^Amar- ^Il;€®>= ~i 


lay 2© x4 sÈ) se v> 
xế e^+ SS/Ả ^ | <ca*3 '; =e 









& t.- tsẲ]Ì / cÌ ` i 
s) „. “xẦ»~ tự ;Ì à uyên gi 








Bức phác thảo của Leonardo 
da Vinci dưới đây cho thấy 
ông đã sử dụng các đa giác 
đều khi thiết kế kiến trúc của 
một nhà thờ. Sf quan tâm và 


những nghiên cứu của Leonardo về các cấu trúc hình học cùng 
với những hiểu biết của ông về đối xứng chính là công cụ giúp 
ông vẽ nên sở đô kiến trúc của những nhà nguyện nhỏ thêm 


vào cho nhà thờ lớn mà không làm xảo trộn thiết kế và tính 







Các cụm kĩ hiệu sô khác 
nhau dưới đây thể hiện 
mưới mộc lịch sử. Bạn hãy 
dịch chúng theo hệ cơ số IÔ và tìm hiểu xem sự kiện nào đã 
điễn ra vào các năm đó nhé! 
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Bing các hệ kí số khác nhàn dụé# đây có thể 


sẽ giúp bạn dịch nhưng kí hiệu trên. 
h L 319 4 4 _ h TƯ F1|13]!4[1s|te 
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Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án. 











Định lí 
Napoleon 





“Nự tiên bộ và hoàn thiện 
của toản học liềm quém. mật 
thiệt tối sự thữnh tr&mg 

CHq quốc gi. 


—Napoleon l 


Napoleon Bonaparte (1769 I82l) có một lòng tôn kính đặc 
biệt với toàn học và các nhà toán học, bản thân ông cũng tr mình 
thưởng thức nó. Trên thực rể, ông là tắc giả của định lí sau đây: 


Nếu trên ba cạnh của một tam giác bất kì cho trước ta 
dựng ba tam giác đều về phía ngoài tam giác đã cho, thì tâm 
các đường tròn ngoại tiếp ba tam giác đó là các đỉnh của một 
tam giác đều. 













Lewis Carroll - 


Chaulxse'fiibxldee : : 
mov nhà toán học 


[Xxlgson (1832 — 1898) là 
nhà toán học và logic 
học người Anh, được biết tới nhiều nhất dưới bút danh Lewis 
Carroll. Ông là tác giả của truyện Alice m Wøndernd (Alice ở 
xứ sở thân tiên) và Alice through the Loolking Clas (Alice ở xứ sở 
gi soi). Ngoài ra, Ông còn xuất bản nhiều sách để cập đến 
các lĩnh vực khác nhau của toán học. Cuốn sách Pilou Problems 
(Những bài toán gối đầu) của ông bao gồm 72 bài toán — tất cả 
hầu như được ông viết và giải vào ban đêm, đề cập đến số học, 
đại số, hình học, lượng giác, hình học giải tích, các phép tính vi 
tích phân và xác suất siêu việt. 


sau Y4. | 
Tư 
b>Š ⁄ 





“Ngượ lại”, Tweedlcdec tiếp tực, “nêu đã như 
thế, thì nó có thế như vậy; và nếu nó như vậy, 
thì nó sẻ là như thể: nhưng vì né không rhư 
vậy, nên không là như thể. Đe là logic." 

Lewis ( arruil. 

A. Tangled "Tale (Câu chuyên rối rấm) ban đầu được ín như 
là một hài báo trong một tờ nguyệt san. Sau đó, được biên soạn 
thành một câu chuyện hấp dẫn có chứa những câu để toán 
lọc trong mười chương của nó. Người ta kể lại rằng Nữ hoàng 
Victoria say mê những quyển truyện về Alice của Carroll tới 
nỗi bà tìm mua tất cả những cuốn sách mà ông viết. Hẳn là bà 
sẽ vô cùng sửng sốt trước số lượng sách toán mà bà nhận được. 
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Bài toán thứ 8 trong quyển Pillow Problems 

“Một số người đàn óng ngồi thành một vường trờn sao cho 
mỗi người ngôi cạnh hai người khác, mỗi người có một số 
đồng sĩ lnh nhất định Người thứ nhất có nhiều hơi người 
thuứ hai Ì đồng s lnh, người thứ hai lại hơn người thứ ba Ì 
đồng sinh tà cứ như uậy Người thứ nhất đhứi cho người 
thứ hai Ï đồng, người thứ hai đưa người thứ ba 2 đồng và 
cứ tiếp tục như thế, người trước đưa cho ngiền xat số đẳng 
q- nh nhiều hơm số mà anh ta nhận được là l, miễn là người 
äo đủ tiên để cho như vậy. %Xm‹ cùng, có hai người ngôi cạnh 
nhau mà một trang hai ngiấi đó có số động s lnh gấp 4 
lần người còn lại. Hỏi có tất cả bao nhiều người. đàn ông? 
Và hức bam đâu, ngưữi có £ đồng dÌỉnh nhất trong số họ có 
bao nhiều đồng sÌmh” 


Xem đáp số ở phần Lời giải và đáp án. 


MP 
uẾ 
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4 
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EU 


SU 
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Mê cưng này dược Lauis CarrdlÏ tê nấm ông 20 tuất Cg tạo ra 
mê cưng tới những cơn đường vòng lên và lẫn dưới nhau Mục tiêu 
là tm đường ra khỏi mẽ cúng nếu bạn đứng ở chính giữa nó. 
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k1 ðÊ~ Ñ§D 
—— Đêm băng 
Vĩ trong suốt thời Trung z z 
cổ, giấy viết rất đắt đỏ nên cac ngon tay 
việc đếm và liên lạc bằng 
cách ra đâu ngón tay thường xuyên được sử dụng. Như trong 
hình minh họa dưới đây, các ngón ray có thể biểu thị cả những 
số có giá trị nhỏ và lớn. 
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Nhiều người trong số 


Định lí Heron 





chúng ca đã học cách tính 
điện tích cam giác dựa vào độ đài đường cao và cạnh tương 
ứng với nó trong mên Hình học. Nhưng nếu không có định lí 
Heron thì việc tính diện tích ram giác khi chỉ biết độ đài ba 
cạnh của nó đòi hỏi phải dùng kiên thức về lượng giác. 


b C 


a 


Heron được biết đến trong lịch sử toán học chính là nhờ 
công thức: 


Diện tích tam giác = ¬^/s (s - a) (s - b) (s - c) 


trơng đó a, b, c là chiều dài ba cạnh tam giác, cm v Ìn một niệu 
tông chiều dài của ba cạnh đó. 


Công thức Heron đã được Archimedes biết đến từ trước đó, 
có thể chính Archimedes đã chứng minh công thức này, những 
phi chép sớm nhất về nó mà chúng ta có được là của Hecron 
trong cuốn Merica9, Để miêu tả về Heron một cách chính xác 
nhất thi ông là một nhà toán học không cổ điển. Ông quan 
tâm nhiều đến tính thực tiễn của toán học hơn là lí thuyết hay 
Quan niệm toán học như một môn khoa học hoặc nghệ thuật, 
Chính vì vậy, ông còn là người phát minh ra động cơ hơi nước 
nguyên thủy, nhiều đồ chơi khác nhau, máy bơm cứu hỏa, 
đèn tự động sáng khi cửa mở ở nhà thờ, quạt gió và rât nhiều 
thiết bị cơ khí khác dựa vào các tính chất của chất lỏng và các 
nguyên lí cơ học đơn giản. 


(h Chiêm xích hà tập ec hmh học của [[erm, nhà tần học của Alexarulrki 









Cùng quan sát 
kiến trúc và 


hình học Gô-tích 


Bản vẽ Ciô-tích 





hiếm hoi này cho 
thấy việc sử dụng 





hình học và đổi 
xứng trong kiến trúc của thánh đường [Xưne öoƒ Mim (Mái nhà 
của Mim) ở Ÿ, Nó được C?aesar (*aesarlano, kiên trúc sư trưởng 
của thánh đường này vẽ ra năm 521, 
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Thanh Napier 





Làm việc với những 
phép tính phức tạp ngày 
càng trở nên buồn tẻ và mệt mỗi, đạc biệt là đối với những 
nhà khoa học cần thực hiện các tĩnh toán thiên văn, những 
thủy thú cần giải quyết các bài toán hàng hải thực riền, những 
nhà buôn cần lập số sách kế toán. Và rồi vào thế kỉ XVII, John 
Napgier (55% 1617), một nhà toán học nổi tiếng người Scotland, 
đã cách mạng hóa công việc tính toán bằng phát minh của 
mình về lôvarir (một phương pháp sử dụng các sở mũ để biểu 
diễn các phép nhân và chia phức tạp bằng cách chuyển chúng 
thành phép cộng hoặc trừ)" Phương pháp tính toán dùng các 
lagartt của Napier và các bảng mà ông phát triển đã đơn gpiẳn 
hóa những tính toán khó bao gồm phép nhàn, chia, lũy thừa và 
tìm căn. Mặc dù lí thuyết về hàm lôganr và hầm số mũ là phần 
thiết yếu trong toán học, nhưng với sự ra đời của các máy tính 
điện tử và máy ví tính hiện đại, các bảng lôga và ứng dụng của 
chúng cũng đã trở nên lỗi thời như các thước lôga vậy. Tuy vậy, 
sự phát triển của chúng và các phương pháp tính toán rút gọn 
chính là phương thức tính toán tuyệt vời được sử dụng rộng rãi 
trong nhiều thế ki trước bởi các nhà toán học, các nhân viên kế 
toán, các nhà hàng hải, các nhà thiên văn học và khoa hụt. 


Sử dụng lôgarit, Napier cũng phát mính ra các thanh có 
khắc s5, gọi là thanh Napier để giảm nhẹ công việc kế toán của 
các thương nhân, Các thương nhân mang theo bèn mình một 
hộ các thanh làm từ ngà voi hoặc gỗ để tính các phép nhân, 
chia, căn bậc hai và căn bậc ba. Môi thanh là một bảng tính 








(Ì) Ví dụ để bưu điển pháp ti XÓA D7} ngiàn tị $ chuyến các số này 
thành dam: lày thừa (tớ: là dụng loga) bằng các báng lđy (ng này sử dụng có 
số ]Q). Để chịa các vì uiết ở dạng tuy thừa của cụng một cơ v7 ta chỉ cần trừ các 
số mũ của chứng. Vì dậy, ví lâxu cụt 6Ó 6 trừ cho ì lôga của G72 kết qua 
sẽ dư chuyn ngày lại báne cá: 1úng Ìlôga cơ số lÔ 


nhân đối với chữ số ở trên đầu thanh. Ví dụ: để nhân 298 với 
7, người ta sẽ xếp ha thanh 2, 9, 8 lại với nhau, tìm đến hàng 
thứ bảy rồi cộng hai số ở hàng đó lại để tìm kết quả như trong 


hình mình họa, 





_ 298 165 
5Ð m  ® 
2086 





— 2086 











Hội họa và 
hình học 
xa ảnh 


[Du vô tình hay cổ ý, toán 
học cũng đã ảnh hưởng tới hội 
họa va các họa 31L LTOHĐH hang 
thê kỉ qua. Hình học xạ ảnh, tỉ 
lệ vàng, sự cân xứng, các tỉ lệ, ảnh ảo giắc, đối xứng, các hình 
hình học, các thiết kế và họa tiết, các piới hạn và võ cùng, khơa 
học máy tính là một số lĩnh vực toắn học có ảnh hưởng đến 
rất nhiều khía cạnh và thời kì khác nhau của hội họa, dù là hội 
họa thời kì s7 khai, cô điển, Phục hưng, hiện đại, pop (xu hướng 
hội họa nổi lên ở Anh vào giữa những nằm 1950 và ở Mỹ vào 
cuối những năm I950) hay deco (xu hướng hội họa quốc tế phố 


biến từ năm 1925 đến näm 1939), 





Những dưỡng thẳng thêm vầo trong tranh mình họa việc vĩ dụng hình học xụ 


ảnh của Leanarda da Vinet trong kiết tác Hữu rối cối cứng của Ông 


Một họa sĩ vẽ cảnh ba chiều trên một bức tranh sơn dâu 
hai chiều hẳn phải quyết định mọi thứ sẽ thay đổi như thế nào 
khi nhìn từ các khoảng cách và vị trí khác nhau. Chính vì vậy, 
hình học xạ ảnh đã phát triển và đóng vai trò thiết yếu trong 
hội họa thời Phục hưng, Hìmh học xạ ảnh là lnh tực toán học 
vưii quyết các vấn để về tíĩmh chất tà các nừmng quan không giam 
cứa hình ảnh khi chưng đực chiều, do đó giải quyết các ấn đề tê 
phối cảnh. Để tạo nền các bức hụa ba chiều như thật, các họa sĩ 
thời Phục hưng đã sử dụng các khải niệm của hình học xạ ảnh 
ngày nay như điểm chiếu, các đường hội tụ song song, điểm ảo. 
Hình học xạ ảnh là một trong những hình học phi Euclid đầu 
tiên được đưa ra. Các họa sĩ muốn miêu tả hiện thực. Họ lập 
luận rằng nếu họ có thể nhìn thấy cảnh bên ngoài qua một cửa 
số thì cũng có thể chiếu những gì họ thấy lên cửa số đó như là 
một tập hợp các điểm nhìn nếu giữ nguyên mắt tại một điểm 
quan sắt duy nhất. Như vậy, cửa số sẽ đóng vai trò như là bức 
vẽ. Rất nhiều công cụ khác nhau đã được tạo ra để giúp các 
họa sĩ thực sự chuyển hóa được cửa số thành bức vẽ. Các bức 
tranh khắc gỗ của Alhrechr [Durer dưới đây cho thấy hai công 
cụ như vậy. Bạn hãy lưu ý rằng mắt của người họa sĩ luôn đặt 


tại một điểm cổ định. 
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NHƯ man Vô củng và 
Ôi đường tròn đều có một ` ` 
chu vi cố định — một độ dài đường trỏn 
hữu hạn. Một phương pháp để 
tìm công thức chu vi của đường tròn là sử dụng khái niệm tà 
càng. Xét dãy chu vì của các đa giác đều nội tiếp đường tròn. 
(Một đa gác đếu có tắt cả các cạnh và tất cả các góc bằng 
nhau). Khi tính toán và nghiên cứu chu vi của mỗi đa giác đều 
nội tiếp đường tròn, người ra thấy rằng nếu số cạnh của đa giác 
tăng lên thì chu vì của nó càng tiến gân đến chu vi của đường 
tròn. Trên thực tế, giới hạn của các chu vi này khi số cạnh đa 
giác tiến đến vô cùng chính là chu vi của đường tròn. Hình vẽ 
dưới đây minh họa rằng đa giác có số cạnh càng nhiều thì càng 
gần với đường tròn và càng trông giông đường tròn hơn. 


CHU VỊ 


của một đường tròn là 


giới hạn của chu ví n-giác 
đều khi n — œ.. 















Những chú ngựa. 
Ba Tư và câu đồ 
cúa Sam Loụyd 


hức họa Ba lư ở 
thế kỉ XVII này đã rất 
khéo léo vẽ bốn chú 
nưựa. Bạn có thể tìm ra 


hôm chứ mái này kháng? 





Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án. 


Còn bức vẻ dưới đây có lẽ chính là cảm hứng cho câu để Ngiớï 


cuấW lới tà chứ hét của chuyên gia để vui Sam Lovd (1841. 1611). 
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Phiên bản đẫu tiên của câu đổ này được Loyd nghĩ ra 


khoảng năm 1853, khi ông còn là một thiếu niên. 


Yêu cầu của bài toán là hãy cất bức tranh thành ba hình 
chữ nhật dọc thai các chữmg nét địa và víp xếp (không 
được gấp) các lứnh chữ nhật này thành hình hai ngiề# cưỡi 
hai chứ la dụng bú ruấk dại. 


Câu để này ngay lập tức đã thu được thành công. Trên thực 
tế, nó phố hiến đến nỗi theo những tin tức được đưa lên thì 
Sam Loyd đã thu vẻ IÔ OÓO đô-la chỉ trong vòng vài tuần. 


Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án, 
mục Cầu đồ của Sam Loyd. 







Những hình 


¬ 


trăng lưỡi liềm 


Từ lune, có nghĩa 
là hình trăng lưỡi liềm, 
bắt nguôn từ từ Latinh 
lưnar — nghĩa là hình mặt trăng. Các hình trăng lưỡi liễm là 
những vùng phẳng bị giới hạn bởi các cung của những đường 
tròn khác nhau (xem các hình trăng lưỡi liễểm được tạo thành 
như thế nào ở hình vẽ bên dưới). Nhà toán học Hy Lạp cổ đại 
Hippocrates ở Chios (46Ô - 3Q trCN) đã nghiên cứu rất sâu các 
hình trăng lưỡi liễm. Có lẽ ông tin rằng chúng có thể được sử 
đụng bằng một cách nào đó để giải bài toán cầu phương một 
hình tròn." 





ng đã tìm ra và chứng mình rằng: 


Hai hìmh trăng hứ# lim dựng trên hai cạnh của một tam 
giác nội tiếp trơng một nửa hình trờn có tổng điện tích 
bảng điện tích tam giác đó. 


(l). Xem muœ Bộ ba bất khả thi (trang 32) 
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Nếu ÁBÈ, AET õFÒ là các nửa hình tròn, thì diện tích 
của lưỡi liềm (l) + điện tch của lưỡi liềm (2) = điện tích tam 
giác ABC. 

Chứng mình 
Diện tích của nửa hình tròn AEB/diện tích của nữa hình tròn ẤBC 
= (n|ABI2/8) /(m|ACl/)/8 
=jABI'/|AC 
Diện tích của nửa hình tròn AEB = diện tích của nửa hình tròn 
ẤBÈ |AB2/ |ACP?) (a) 





















Tương tự thẻ, 
BIẾN tích cua n hình tròn BFC = diện tích của nửa hinh tròn 
ẤBC IBCT- : (b) 

Bây giờ cộng về với về cua (a) và (b) rồi rút thừa sö chung ta có: 





diện tích nửa hình tròn ẤEB + điện tích nửa hình tròn BEÈ = điện 
tích pưa hình tròn ẤBC (|ABJ2+|BCJ?) /|AC# () 
A.18C là tam giác vuông vì nó nội tiếp trung một Húa hình tròn. 
V¡ vậy, 

|A BÍ“ + |BC|Í =|AC[ :heo định lí Pưago 

sp dụng đẳng thức này vào (c) ta nhàn được: 

diện tích nửa hình tròn ẤE + điện tích nửa hình tròn BFÈ = điện 
tích nửa hình tràn ÁBC 







Trừ về với về đăng thức trên cho đăng thức sau. 
điện tích (3) + điện tích (4) = điện tích (3) + điện tích (4) 





Suy ra điều phải chứng minh: diện tích lưỡi liềm (1) + điện tích 
lưỡi liêm (2) = diện tích tam piác ABC, 


Mặc dù Hippocrates không thành công khi cố gắng cầu 
phương hình tròn, nhưng quá trình đi tìm lời giải cho bật toán 
này đã giúp ông khám phá ra được rất nhiều ý tưởng toán học 
mới quan trọng. 
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Các lục giác 


trong tự nhiên 







Rất nhiều những tạo vật 
của tự nhiên là các mô hình 
tuyệt đẹp cho những đối 
nợ‡nae roán học như hình vuông và hình tròn. Hình lục giác 
cũng là một trong những hình hình học dược tìm thấy trong tự 
nhiên. Lục piác là một hình có sáu cạnh. Nó là hình lục giác 


đều nếu có các cạnh bằng nhau và các góc bằng nhau. 


Các nhà toán học đã chứng mính rằng chỉ có các lục giác 
đều, hình vuông và ram giác đều là cá thế ghép lại với nhau (xếp 


hình) trên mặt phẳng mà không để lại một khoảng trống nào. 


Trong ba hình nói trên, lục giác đều có chủ vị nhỏ nhất 
nếu điện tích của chúng hằng nhau. Điều này có nghĩa là khi 
xây đựng các ô lục giác để làm tổ của mình, bầy ong dùng ít sáp 
và lao động ít hơn đối với cùng một khoảng không gian. Hình 
lục giác được tìm thấy trong các tổ ong, những bông tuyết, trone 
các phần tử, tỉnh thể, sinh vật biển và các dạng sống khác. 


Đi dạo trong cơn mưa tuyết có nghĩa là bạn đang đứng giữa 
những hình hình học tuyệt vời. Bông tuyết là một trong những 








ví dụ thú vị nhất về đối xứng lục giác trong tự nhiên. Chúng 
ta có thể nhìn thấy các hình lục giác trong hình dạng của mỗi 
bông tuyết. Số lượng vô hạn các cách kết hợp của những họa 
tiết lục giác khiến chúng ta cảm giác rằng không có hai bông 


tuyết nào là như nhau 
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Googol và 
Googolplex 


Một googol là số I theo sau 
là một trăm sô Ô, tức là IÔf%, Cái 
tên googøl được nghĩ ra bởi người 
châu trai chín Tuối của tác piậ viết sách toán, Tiến sĩ Edward 
Kaxner. Câu bé này cũng đề nghị một số khác lớn hơn googol 
rat nhiều, Øx;p9Ïb2x, mà cậu miều tả là số 1 theo sau lít nhiều số 
Ò đến mức bạn sẽ viết mỗi cả tay, Định nghĩa toần học cho một 
ơupOlplex là số I theo sau là một googol số Ô, tức là 1> 


10 OO00 000 OOO OOO O0Ò 
000 000 000 O0O 000 0OO 
000 000 000 O00 000 OOÒ 
00Ó OOO 000 0O OOO OOO 
00Ó OOO OÓO0 O0O OO0O OOO 

000 000 000 OOO 


Sử dụng các số lớn: 


]) Nếu toàn bộ ưa trụ đựk láp dây bš các hạt prom tà clscươn 
sao cho không có chỗ trông nào còn wịt lai, thị vŸ các hạt sẽ là MU Số 
này lớn hơn một googol, nhựag nhỏ híN nhhằu và với một foogolHlox. 

2) Ñ hưmg các hạt cát trên C?omexv Idumd là khoáng ]Ô'. 


3) Số các từ Äư in ra kể tự khi quyển Kinh thanh Chumberg 
được m (1456) cho đến những raăm JĐHC là khoáng TÔI. 





-— em _— .=——-.———- 


(), Comø lang: một bán đào nằm ở cực nam Đrooklyn, thành phố Neụi Yơrk, 
H.ut Kỳ. 
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Ma phương khối 





Khối ma phương 
3x 3x 3 này là 
2 v. 2T 2 ^Z _ „2 , : n ` ` 
cách sắp xếp 2/ số tự phiên sao cho tổng các số trên mỗi hàng 

hay mỗi cột có ba số đều bằng 42. 


TỪ — —— Ö 


4 
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Fractal - thật 
hay tưởng tượng? 


Trong nhiều thê 
kỉ, các đối tượng và 
khát niệm của hình 
học EuchHd (điểm, đường thẳng, mặt phăng, không gian, hình 
vuông, hình rròn) được xem như là những thứ miều tả thẻ tưới 
mà chúng ra đang sống. Sự khám phá ra hình học phi Euclil 
đã mang lại cho chúng ra những đối tượng mới có thể dùng để 
miêu tả các hiện tượng của vũ trụ. Fractal là một trong số đó. 
Ngày nay, những hình traccd được coi là các bức ảnh miêu tả 
các sự vật, hiện tượng trong tự nhiên. Ÿ tưởng về fractal xuất 
hiện trong công trình của các nhà khoa học từ năm 1875 đến 
năm 1925, Chúng bị đặt cho cái tên là 
quái vật và bị cho là có ít giá trị khoa 
học, Ngày này, chúng được biết đến duới 
tên mọi fractal — thuật ngữ do Renoit 
Mandelbror nghĩ ra vào năm 1972, ông 


là ngự đã có nhiều khám phá to lớn 





trong lĩnh vực này. Về mặt kĩ thuật, 


Phámt#ẻ luc (GYẾPU kì Huì : ¬-— x..... Ả 
ha fyractal lì nưt đội Hưng có chỉ tiết không 


x1 té ƒYfuvtl[ Tạo Ta TỪ 
trx dườu các tạm giác bằng — truc dị KÌu nó bị phóng to ra. Trên thực 
"úa( tửo các v0 cứa các - tế, trông câu trúc phóng ro của fractal 
giống hệt như ban đầu. 


Trất ngược lại với fractal, đường tròn trông giống đường 


(ơn gidc đà có, 


thẳng khi một phần nhỏ của nó được phóng to lên. Tuy nhiên, 
có hai loại fractal: ƒracwd hình học lặp lại Không ngừng một mẫu 
đồng nhất và fracul ngẫu nhiềm. Các máy vị tính và đồ họa 
mấy tính có nhiệm vụ làm những “quái vật” này sống lại bằng 
cách hầu như ngay lập tức tạo ra các †ractal trèn màn hình và 
từ đó biểu diễn những hình dạng kì dì của chúng, thững thiết 
kẻ nghệ thuật hay những phóng nên và hình ảnh chỉ tiết. 


—- 


J)Ì em muú, có diưMmø bổng n®ệt de hư điềm thông (ứn 






Người ta đã từng tưởng rằng các hình dạng trật tự trong 
hình học Euclid là những hình duy nhất có thể ứng dụng vào 
khoa học, nhưng với các hình dạng mới này, tự nhiên có thể 
được nhìn từ một góc độ khác. Các fractal hình thành nên một 
lĩnh vực mới trong toán học, đôi khi chúng gợi nhớ đến hình 
học của tự nhiên bởi các hình kì lạ và hỗn loạn của chúng 
miêu tả các hiện tượng như động đất, cây cối, vỏ cây, rẻ gừng, 
đường bờ biển và có nhiều ứng dụng trong thiên văn học, kinh 
tê, khí tượng, k1 thuật điện ảnh. 









va, F _ ề .., Ẻ “" .— AC vị 30,555 v5-8 
5tr0 
220000052225 S1 272205 

Ex .* h MWMN #ịÌ m vhự > “ 


đê 0E Ehểmp Pcamno là một tí dụ 
m, li 
vn 






U59 5.8,, „ : 
G2072 220058 _ 4 { = 
S An 220220001014 . đớn vấn Uuể Íra(dl tà nó cũng là 


D0522 TIỘI đụềmg CÝÔHTE CŨ thể lấn 









Tưng: đây không giam. Trên một 
Thế diểmng Con láp đẩy không 
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Một Íractal ngắu rưuên [hưng (*ewrro - một Íractal 






Một xung điện cần thời 
gian một phẩn tỉ giây để đi 
được 20km. Một phần tỉ 
giây được gọi là một na-nÔ 
giây. Anh sáng đi được 30%m) trong ] na-nô giây. Các máy 
tính ngày nay được xây dựng để thực hiện hàng triệu phép 
tính trong một giây. Để có thể cảm giác được một máy tính 
lớn có thể làm việc nhanh đến thế nào, chúng ta hãy cùng xét 
một nửa giây. Trong vòng nửa giây, máy tính có thể thực hiện 
những nhiệm VỊ saU: 


I) C;hỉ nợ 20Ó séc dào 3M tài khoản ngân hàng khác nhan 

2) Kiếm tra điện tâm đô của lÔO bệnh nhân 

3) (Chấm l50 câu trả li của 300 bài kiểm tra và đánh 
gií tính hợi lệ của mỗi câu 

4) Thi hưmg cho một công ty có IDÓO nhân viên. 


5) Và tấn còn thời gian để thực hiện những nhiệm tụ khác. 


Mức đệ nhanh của máy 
tnh sẽ là không thể hình 
dung được nếu nó hoạt động 
bằng năng lượng ấnh sắng chứ 
không phải năng lượng điện. 
Hệ đếm nào sẽ cần phải dùng 
để khai thác được công dụng 
của ánh sắng? Liệu nó có dựa 
trên sế lượng các màu trên 
phổ của ánh sáng hay không! 
Hay là dựa vào một tính chất 


nào khắc của ánh sáng? 





NIỀM vUITOÁN HỌC 3 










Vòm trắc địa 
của Leonardo 
đa Vinci 


Leonardo da Vine1 say mê 
rất nhiều lĩnh vực nghiền 
cứu khác nhau và cả mối 
liên hệ giữa chúng. Toán 
học là một trong số đó. Ông dùng nhiều khái niệm trong hội 
họa, các thiết kế kiến trúc và phát mình của mình. Dưới đây là 
hình vẽ thể hiện vòm trắc địa mà ông đã phác thảo. 





Ma phương 





(34c ma phương đã thu 
hút sự chủ ý của con người 
từ hàng thế kỉ nay. Từ thời cổ đại, chúng đã được liên hệ với 
những thế lực siêu nhiên và thế giới thần kì. Những khai quật 
khảo cổ đã tìm thấy chúng trong những thành phố châu Á cổ 
đại. Trên thực tế, ghi nhận sớm nhất về sự có mặt của một ma 
phương là vào khoảng năm 2200 trC<N ở Trung Quốc. Nó có 
tên gọi là Lạc thư (lo-shu). Truyền thuyết kể rằng ma phương 
này được Vũ Đế nhìn thấy lần đầu tiên trên lưng một con thần 
quy bên bờ sông Hoàng Hà. 


tCạc thư (%ác nứt đen biểu trường cho 

X => «2 các số chấn, còn các mút 

trăng biểu trưởng cho các số 

| _ lẻ. Trơng mui phường mấy, số 

: Ẻ kì do của nỗ (tông các số 
“sử tớ t+-trfre-e-e 


| cưa một hang, cột hay đường 
⁄Z | Cx chéo bất kì) là ]5. 

Ở phương Tây, các ma phương lần đầu được nhắc đến vào 
năm I3O trC.N trong tác phẩm của Theon ở Smyrna. Vào thế 
kỉ ÏX, ma phương len lỗi vào thế giới của thiên văn học với việc 
các nhà thiên văn Á rập dùng chúng trong các tính toán lã số 
tử vi. Cuối cùng, với các công trình của nhà toán học Hy Lạp 
Moschopoulos năm 1300 sC—N, các ma phương cùng những tính 
chất của chúng đã lan khắp bán cầu Tãy (đặc biệt trong suốt 
thời kì Phục hưng). 


MỘT SỐ TÍNH CHẤT CỦA MA PHƯƠNG: 
Bậc của ma phương được định nghĩa là 


số lượng các hàng hay các cột. Ví dụ: rna 
phương hên có bậc 3 vì nó có 3 hàng. 





Sự thân ki của ma phương thể hiện ở tất cả các tính chất 
mà nó sở hữu. Một số tỉnh chất như: 


l) Mỗi hàng, cột hay đưmg chéo đêu có tổng các số bằng nhau. 
[lăng vĩ ma thuật này có thể tính bằng một trong các cách wae 


a) Lấy một ma phương bậc n và tìm giá trị của -- (n{n' + l)), 
trong đó ma phương được rạo thành từ các số tự nhiên l, 2, 3... n” 
«l3 


Bậc 3 %3 ma thuật 
=+~UÓ+ 1) =15 





h) Lấy một ma phương bất kì rồi bắt đầu từ góc bên trái của 
nó viết các số rự nhiên liền tiếp nhau lần lượt dọc theo mỗi 
hàng. Tổng của các số trên đường chéo nào cũng sẽ là số kì ảo. 


3) Bất kì hai số nào (treng một hàng, cột, hay đường chéo) cách 
đếu tâm ra phiứng đêu bà nhà Các số trong một ma phương 
gọi là bù nhau nếu tổng của chúng bằng với tổng của số bé 
nhất và lớn nhất trong ma phương đó, 


SÌ t3) Ma phưưmg này có các cập số bù nhau sau: 
HIU q8 và È 6 và 4, lvà ƒ/,Ì vàÓ9, 





CÁC CÁCH BIẾN MỘT MA PHƯƠNG SẴN CÓ THÀNH MỘT 
MA PHƯƠNG KHÁC: 


3) Củng hoặc trữ tắt cả các xố trơng na phưứng với cứng một 
số bắt kì cho ta một ma phiưđng mới. 


4) Nêu hai hàng tà hai cột cách đều tâm ma phuẩmng đổi chỗ 
cho nhau thì ta uận nhận địákc một mã phiưmg. 


5) a) Đíi chỗ các góc phẩm tư của một ma phiưng bậc chăn sẽ 







Mệu gốc phần tư là riỘt trang bồn 
phản à hến góc của ma phưưmg. 


tạo ra một ma phưmng mới. [ | 
li ) 





h) Đổi chỗ các góc phần tư tà các hàng trơng một ra phưưng 
hạc lẻ uận cho kêt quả là một mà pÌhuêng. 


Con người đã viết về các ma phương nhiều hơn bất kì một 
sảng tạo roán học nào khác. Benjamin Franklin'" cũng đã dành 
rất nhiều thời gian để nghiên cứu các phương pháp tạo thành 
ma phương. Quả là một thách thức không nhỏ khi bạn phải 
sắp xếp 25 số đếm đầu tiên thành một hình vuông 5 x 5 sao 
cho mỗi hàng, mỗi cột và mỗi đường chéo đều có tổng các số 
bằng nhau. Đá chính là ma phương bậc 5. Bất kì ma phương 


PHƯƠNG PHAP BẮC THANG 
để tạo một mà phưướy bậc 3 





-_ BƯỚC š 


BUỚC & 


MA PHƯƠNG 
1X 3HOAN THIỆN 





_————— 


(HD. Bmjamứn Frrmklin (7/017 — I7//4/790)$ một trưng những nhà lập quốc 
nổi tiếng ruhát cưa Hna Kỳ 
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nào có số lẻ các hàng hoặc cột đều là ma nhường bậc lẻ. Nếu số 
các hàng hoặc cột là số chấn thì ma phương có bậc chăn. Một 
phương pháp chung để tạo ma phương bậc chản kích cỡ bất 
kì vẫn đang được tìm hiểu. Trong khi đó lại có một số phương 
pháp tông quát có thể dùng để tạo ma phương bậc lẻ kích 
thước bất kì, trong đó phuơng pháp bậc thang, phát minh bởi 
La Loubere, là phương pháp nổi tiếng nhất trong giới những 
người say mê ma phường. Hình mính họa thể hiện cách tạo ra 
ma phương 3 x 3 bằng phương pháp này. 


PHƯƠNG PHÁP BẬC THANG 
Bất đầu với số L ở ô vuông giữa của hàng rrên cùng. 


3) S% kê tiếp (số tự nhiên đứng ngay sau số Ì, tức số 2} đưca: 
đặt ở ô vuông chéo lên phía lên, trừ khí ô đó đã có sẽ. Nếu ô 
vuông chéo lên này thuộc hình vuông tưởng ng nầm nguài 
mà phương, thì bạn hãy tìm vị trí tương Ứng của nÓ trong nìa 
phường và chuyển số vừa viết vào đó. 


^ ^ 


3) Nếu trong mã phướng, ô vuông chéo lên trên đã có số, thì 
hãv đặt số trếp theo vào ô vuông ngay bên dưới ô vừa viết, ví 
dụ như số + và số 7 ở bước 3 và bước 6, 


4) Tiếp tục bước 2 và 3 để tìm vị trí cho các sế còn lại của 
ma phương. 


Giờ bạn hãy thử tạo ma phương ð x 5 với 25 số đếm đầu 
tiên bằng phương pháp bậc thang. Sau đó, hãy kiểm tra một vài 
phương pháp biến đối ma phương với ma phương vừa tạo được 
xem chúng hoạt động ra saol 


[Öùng một trong số các ma phương mà bạn vừa tạo ra, nhân 
mỗi số của nó với một hãng số bất Kì mà bạn thích. Liệu hình 
vuông mới nhận đu có còn là ma phương hay không? 


Tuy không có phương pháp tổng quát để xây dựng ma 
phương bậc chăn, nhưng nhiều phương pháp khác nhau đã được 
phát minh nhằm xây dựng một ma phương bậc chắn cụ thể. 


Ví dụ: Phương pháp đường chéo chỉ ấp dụng cho các ma 
phương 4 x 4. 





Các bước xây dựng ma phương: 
Bút đầu bàng tiệc đặt lần hét các số tự nhiên liền tiếp ào 
các hàng của ma phiớng., Với mỗi số trên đường chéo, đổi 
chỗ nó và số bù của nó cho nhau 


Jới ma phương 4 x 4, các hàng hoặc các cột đều có thể đổi 
chỗ cho nhau mà vẫn cho ta một ma phường. Nếu đổi chế các 
góc phần tr cũng vậy, ta sẽ nhận được một ma phương mới. 


Hãy thử xem bạn có thể nghĩ ra phương pháp của riêng 
mình để xây dựng các ma phương bậc chăn khác hay không 
nhé, hoặc là thử khâm phá một phương pháp chung cho tất cả 
các ma phương bậc chẵn” Và biết đầu bạn còn muốn nghiên 
cứu sâu hơn về các phương pháp xây dựng ma phương bậc lẻ đã 
được phát minh rai 





(]Ì. Rãt nhiều ngưữủ da công hiển thời gu và mác há: đễ tin ra một bBuêmg pháp 
tổng quát xây dụâng các ma thuamg hậc chẩn. Hynum Ñrchuck ở Houdl, Neu lersa, 
MS, tưyến hỗ dã nghĩ ra chák một phưẩmg pháp để tạo các ra phưẩmg bắc chẩn. 










Ma phương ma. 
đặc biêt _ Lãy Fibonacci là dãy sở 

° š ¡IỂM L + Ì, 1,6, l3. trong đá 
mỗi số là tổng của hai số 
ngay trước nó. Khi các số Fibonacci 3, 5, 8, 13, 2l, 34, 55, 89, 144 
được xếp tương ứng với các số đếm l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, một 
hình vuông mới sẽ hình thành. Nó không có các tính chất của 
ma phương, nhưng rổng của tích các số trong mỗi hàng (9078 + 
9240 + 9360 = 77678) bằng tổng của tích các số trong mỗi cột 
(925 + 9072 + 9350 = 27678). 
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Tam giác 
Trung Quôc 


loàn học hiện diện ở 
khắp mọi nơi trên thế giới. 


Lịch sử đã chứng minh rằng 





con người đã ứng dụng và có những phát mính về toán học 
không phải chỉ ở riêng một vùng nào đó, ví dụ như phiên bản 
Trung Cuốc của tam giác Pascal. Mặc dù Pascal đã có những 
phát hiện đáng kế về tam giắc số mang tên ông, nhưng tam điặC 
đó đã từng xuât hiện trong một cuôn sách được im vào khoảng 


năm L33, ba trăm lẻ hai năm trước khi Pascal chào dơU” 
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(l\ Xem mác Tam ghíc PascaÌ (trrneg 42) 




















Cái chết cúa 
Archimedes 





Archimedes ở Svracuse 
(287 tr.N - 2L2 trC<N) là 
nhà roán học hàng đầu của 


Hy xu cổ đại. 





Trong suốt cuộc chiến tranh Punic lần thứ hai, Svracuse bị 
người La Mã bao vây từ năm 214 CN cho đến năm 212 tr€.N. 
Vào thời điểm đó, Archimedes đã sắng chế ra các vũ khí phòng 
thủ rất tài tình như máy bắn đá, ròng rọc và móc câu để kéo 
và phá tan thuyển của quân La Mã, kính parabol để đốt cháy 
thuyền. Những vũ khí này đã kim chân quân La Mã trong gần 
ha năm. Mặc dù vậy, Syracuse cuối cùng vẫn rơi vào ray quân La 
Mã. Marcus Claudius Marcellus, vị chỉ huy trưởng của quân La 
Mã, đã ra lệnh cho quân lĩnh không được hầm hại Archimedes. 
Nhưng một tên lính La Mã đã đột nhập vào nhà của Archimedes 
và thấy ông đang mãi mê làm toán mà không hề nhận ra sự 
xuất hiện của hắn. Tên lính ra lệnh cho ông phải ngừng lại, 
nhưng Archimedes không chút để ý đến lời hắn nói. Giận dữ, 
tên lính đã dùng kiếm đầm chết Archimedes. 





(I) Cuộc chiến kán dài tý năm 218 đến nảm 2Ð] trCXN giêi các từng Tẩy tá 


FEXmpw Địa Trưng Hải 





Thế kí XIX là thời kì 


của những tư tưởng cách 


^. ~" — 
Một thê giới 

“ - “ 
phi Euclid 
mạng trong chính trị nghệ 
thuật, khoa học cũng như sự phát triển của những hình học 
phi Euclid trong toán học. Những khám phá vẻ hình học phi 
Euclid đã đánh dấu sự khởi đầu của toán học hiện đại, cũng 
giếng như trường phái hội họa trữu tượng đã đánh dấu sự khởi 


đầu của nghệ thuật hiện đại. 


Trong suốt thời kì này, hình học hypebol (một trong số các 
hình học phi Euclid) đã được phát mình một cách độc lập bởi 
nhà toán học người Nga Nicolai Lobachevsky (1793 - 18%) và 
nhà toán học người Hungary ]ohann Bolyai (I8O2 - 1S6O). 





Một thiết kế tríni r®‡ng của mô hình hình học hypebol Poincarẻ. 


Chúng ta thấy rằng hình học hypebol, giống như những 
hình học phi Euclid khác, mô tả các tính chất hoàn toần xa 
lạ bởi mỗi khi nghe nhắc đến hình học, chúng ta thường nghĩ 
ngay đến hình học Euclid. 
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Chẳng hạn, trong hình học hypebol, đường không đơn giản là 
thắng và các đường song song không cách đều nhau đù chúng 
cũng không giao nhau, bởi vì chúng chỉ tiệm cận nhau nà 
chôi. Khi nghiên cứu chỉ tiết các hình học phi Euclid, ngữ 
ta thấy rằng chúng quả thực có thế đưa ra những mô tả chính 
xác hơn về các hiện tượng trong vũ rrụ của chúng ta. Kết quả 
là nhưng thế gidi khác hình thành tại nơi mà các hình hạc này 
có thể tồn Tại. 


Một thế giới như vậy [là mô hình do nhà toán học người 
Pháp Hlenri Poincaré (1854 — 1912) tạo ra. Vũ trụ tưởng tượng 
của ông bị giới hạn bửi một vòng trồn (hãy hình dung đó là 
một khối cầu nếu là trong không gian bà chiều) có nhiệt độ 
ở tâm là Ế” tuyệt đối. Khi một người dí chuyển ra khỏi tâm, 
nhiệt độ xung quanh tăng lên. Giả sử răng các vật thể và cư 
dần sống tại thế giới này không hề cảm nhận được sự thay đốt 
nhiệt độ, nhưng kích thưéc của mỗi vật đều thay đối khi nó di 
chuyển. Trên thực tế, mỗi vật và cơ thể sống trở nên to hơn 
khí nó tiến gần đến tâm và nhỏ lại tương ứng như vậy khi nó 
tiến ra biên, Vì mọi thứ đều thay đôi kích cỡ, nên một người sẽ 
không biết và không thể kiểm tra được sự thay đổi kích thước 
này. Điều đó có nghĩa là bước chân của một ngườ) sẽ ngắn hơn 
khi người đó tiến lại biên và 
như vậy, người đó sẽ không D ° 
ở gần đường biên hơn so với 
tnic khi tiến lu biên, Hiện 
tượng này lun cho thế giới 
hiện ra là vô cùng và ở đây 7` 
khoảng cách ngắn nhất giữa 
hai điểm là một đường cong, 
vì để đị từ Á đến B thì sò 
bước chân sẽ ít hơn (vì dọ 


đài bước chân lớn hơn) nếu chúng ta di chuyển lại gần tâm 
theo một đường cong. Đây là thể giới mà trong đó các cạnh của 
tam giác sẽ là các đoạn cong, như tam giác ABC trong hình vẽ. 
Thậm chí, các đường song song nhìn cũng sẽ khác. Đường LX”E 
song song với đường AB vì chúng không bao giờ cắt nhau. 


Thế giới của Poincaré có thể miêu tả chỉnh thế giới mà 
chúng ta đang sống, Nếu chúng ta nhìn vào vị trí của mình 
trong vũ trụ và nếu chúng ta có thể đi lại những khoảng cách 
đo bằng năm ánh sáng, thì có lẽ chúng ta có thể khám phá ra 
những thay đối trong kích thước cơ thể mình. Trong thuyết 
tương đối của Einstein, chiều dài của một chiếc thước ngắn lại 


khi nó có tốc độ bằng với tốc độ ánh sắng. 


Potncaré là một nhà tư tưng 
độc đạo. Sự đa dạng trong các 
chủ để mà ông giẳng dạy khi 
là giáo sư tại trường Đại học 
Sorbonne ở Paris (từ năm 1881 
đến năm l912) đã chứng minh 
cho nhận định này. Các công 
trình và ý tưởng của ông bao 
trùm nhiều chủ để như điện 


học, lí thuyết thế, thủy động 





lực học, nhiệt động lực học, 


xác xuất, cơ học thiền thể, 


H¿nri Poincare 


chuỗi phân kì, khai triển tiệm 

cận, các bất biến tích phần, sự ổn định quỹ đạo, hình dạng của 
các thiên thể và nhiều ngành khoa học khác. Có thể khẳng 
định rằng những công trình của ông đã khơi nguồn tư tưởng 
toán học của thế kỉ XX. 






Các số ÌẺ 


Cúc số chính phiếmng 


(ác số kim tự tháp Ì 


Đạn pháo và 
các kim tự tháp 






Các số chính phương, 
số kim tự tháp và tổng 
của chúng có thể sử dụng 
để xác định số lượng đạn pháo trong 

một kim tự thắp đáy hình vuông. 


3 5 7 9 


1 4 Ụ 16 
=l+3l -á+5 =ỹ+7 Bán 
068 009 06006 08090966 
06 @06§ @00Q sáo 
seo sáo eeea9 
®% seeea9 
ses$ 
5 lá 30 55 
=]+4 =5+0 =lá+16 =30+25 





Bạn hãy tìm hiểu các mô hình của những số trên. 
Có bao nhiêu quả đạn pháo trong khôi hình dưới? 









| | Đường concôit 
Thông thường, việc của Nicomedes 
tìm kiếm lời giải cho hài | B= 
toán nào đó dẫn đến việc 
tìm ra những khái niệm và khám phá mới. Ba bài toán dựng 
hình nổi tiếng thời cổ đại: chia ba một góc (chia một góc thành 
ba góc bằng nhau), nhân đôi khối lập phuêng (dựng một khối lập 
phương có thể tích gấp hai lần thể tích một khối lập phương 
cho trước) và cẩu phiướng hình trỏn (dựng một hình vuông có 
điện tích bằng diện tích của một hình tròn cho trước) đã khơi 
đậy nhiều suy ngẫm toán học. Kết quả là rất nhiều ý tưởng 
đã được khám phá nhằm giải quyết các bài toán trên. Mặc dù 
người ta đã chứng minh được rằng ba bài toán cổ này là không 
thể giải được nếu chỉ dùng thưứ#: kẻ và cơmpa, nhưng chúng có 
thể giải được bằng những phương tiện khác mà một trong số 
đó là đường cơmcôi. 


Cmvôit là một trong số các đường cong thời cổ đại do Nicơmedas 
(khoảng năm 2Ô tr.C.N) nghĩ ra và dùng để nhân đôi khối lập 
phương và chia ba một góc. 





Để dựng một đing concôk, ta bắt đầu với đường thẳng L tà 
điểm P (gọi là cực) Kẽ các ta đi qua P và cất L Đánh dấu một 
khoảng cách a cố định trên mỗi từa ưừa kẻ. Chế tích các điểm này 
chính là đường cmcôk. Độ căng của đường cơncôt phụ thuộc cào 
t®Mg quan độ tím của a tà b, tức là a = b, a < b, hay a > b. Phiưng 
trình ở tọa độ cực của đường comcôn là r = a + b «cG. 
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Để chia ba P, ta đựng tam giác vuông QPR sao cho P là một 
góc của hình vuông đó. Vẽ một đường concôít với cực P và 
đường SÑ chính là đường thẳng cố định L. Chọn khoảng cách 
cố định từ đường thẳng QÑ là 2h, trong đó h = |PR | Tại điểm 
R, dựng đoạn thẳng RS _L QH, điểm Š nằm trên đường concôit. 
Khi đé, ÓPT có độ lớn bằng một phần ha GPR. 


~——+ 


.__.——>~>===amm~~—=~+-=a — ẰđẰ am” nm -_”.m..m.m.—.~—————.-`ˆ 





Gọi M là trung điểm của TS, khi đó | RM|=h vì ASRT là 


tam giác vuông, nên trung điểm của cạnh huyền cách đều hai 
đỉnh nóc nhọn của nó, 


Rị = Š; = k9 vì AMRS cân tại M. | MS |=|[MR|=h. 
Mị = 2k®.do M; là góc ngoài của A SMR. 
Ngoài ra, My = Pa = 2k9 vì |MR |= | PR |= h. 


Ps = Š¿ = k9 vì BỘ // RŠ (do các đoạn PQ và SR là đồng 
phẳng và cùng vuông góc với đường thẳng OR). 


Vì vậy, ỐPR = 3k9 và 1/X⁄ỐPR) = k9 = 


Như vậy, chúng ta đã chía ba được OPR. 






Nút ba lá 


Thất nút là một việc làm 


quen thuộc với hầu hết chúng 


ta kể từ khi chúng ta thành thạo việc thắt dây giày. Tất nhiên, 


thắt nút có thể là một nghệ thuật, đặc biệt khi chúng ta nhìn 
một thủy thủ chằng buộc dây trên thuyền. Nhưng chủ đề về 
các nút thắt cũng là một ý rưởng toán học trong chuyền ngành 
tô- pô. Chúng hình thành một lĩnh vực rương đôi mới. Điều quan 
trọng nhất đã được chứng mính về các nút thắt cho đến nay là 


một nát thất khômg thể tôn tại trmg không giam lớn hm bú chiêu. 


Cách tạo ruít ba lá 

Để tạo một rướt ba l¿ như hình dưới, bạn hãy lấy một dài 
giấy đài và xoắn nó 3 lần nửa vòng. Nối hai đầu của nó lại với 
nhau bằng băng dính. Dùng kéo cắt theo đường nằm giữa hai 
mép đọc theo toàn bộ dải giấy đó. Sau khi cắt xong, bạn sẽ 


nhận được một băng giấy mới với nút ba lá trong đó. 













Ma phương của ¬ 
Benjamin Franklin |, “'nwoẽoẽ 

Xenjamin Franklin 
đặc trưng bởi một 
lạt các tính chất kì lạ khác nhau ngoài những tính chất thông 
thường của một ma phương”. Trong ma phường này của Ông, 
mỗi hàng có rổng các số bằng 2Ó. Mỗi một nửa hàng có tổng 
các số là 13O. Mỗi đường chéo gấp khúc tô sẫm gồm bốn số ở 
đoạn đi lên và bổn số ở đoạn đi xuống có tổng các số trên đó 
bằng 260. Tổng của bến số bất kì cách đều tầm ma phương 
là 130, Tổng của bến số ở bốn góc với bốn số ở trung tầm ma 
phương là 26Ó. Và rổng của bốn số trong một hình vuông nhỏ 
2x ¿ bất kì là 1%. 








(ÏI Xem: mua: Ma phương (trang h3) 






Lá 






_—-.eằcẮ: Số vô tỉ 
VỎ t1 lq xY Không Thẻ ^ á 2 
biểu diễn được dưới dạng ta định lí 





Pvuthagoras 


một số thập phân hữu hạn 
hoặc tuần hoàn. 





Vị dụ: 
V2; V3; V5; x ; v48; e; V735, (Dy... 


Khi chúng ta muồn viết một số vô tí dưới dạng thập phân, 
nó sẽ là một số thập phân vô hạn không tuần hoàn. 


N2 ~ 1,41421356.. 
V235  15,3297097... 
m ~ 3,141592653. 
e > 1,71828182.. 
Ø > 161803398... - d lệ vàng, 


Hàng nghìn nâm nay, các nhà toán học đã phát minh ra 
nhiều phứmng pháp để có được xấp xỉ thập phân của số vô tỉ 
chính xác him nữa. Nhờ sử dụng các siêu máy tính và các chuỗi 
w vô hạn, các xấp xỉ này có thể được tìm ra đến mức độ chính 
xác như người tính mong muốn. Nhìn lại quãng thời gian và 
những nỗ lực đã bó ra để nghĩ ra những phương pháp này, ta 
sẽ phảt ngạc nhiên vì vị trí chính xác trên đường thẳng thực 
của rất nhiều số vô tỉ có thể được tìm ra nhờ định lí Pythagoras 
tuyệt điệu. Các nhà toán học Hy Lạp cổ đại đã chứng minh 
định lí Pyrhagoras" và dùng nó để dựng các độ dài vô tỈ một 
cách chính xác. 

LÌ) Xưm: mục Định M Pwhagoac (rong 5) Chủ ý rằng vố r và e không thế tdm 


dhøj: vu chí dưng thước kề và cơmba, tì ngoài tiệc là xố vô tt chứng cm [x các 
vì SiÊM trệt, 





Để xác định vị trí của V2, V3, V4, V5, v6, V7, R,.. trên 
đường thẳng thực, ta dựng các tam giác vuông với cạnh huyền 
có độ đài bằng những số này. Sau đó, dùng compa đo và vẽ một 
cung tròn để tìm vị trí của nó trên đường thẳng thực như mình 
họa bèn dưới. 


t— 


~ể. 
—. 


Như ở trưng hình vẽ 

này mô tả, để dựng độ 
đài V52, ngủ ta có thể 
dùng các độ dài VŠT và l 
hoặc tìn một cách dựng 
sử dựng các độ dài khác, 
chẳng hạn như 7 tà V3. 












Một số được gọi là nguyên 
tổ nếu nó là số tự nhiên lớn 
hơm 1 và chỉ có hai ước số là 1 và chính nó. 
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Vào lúc 9 giờ tối ngày 3O tháng lỠ năm 1978, con số trên 
(xem hình vẽ) là số nguyên tố lớn nhất được biết đến cho tới 
thời khác đó. Sau 180O giờ máy tính tính toán, Laura Nickel 
và Curt Noll (hai học sinh Phổ thông Trung học ở Hayward, 
California) đã tìm ra số nguyên tổ 2””!— |. Tiếp tục tìm kiếm 
một mình, Curt Noll đã khám phá ra số nguyên tế lớn hơn, 
:!8— | một vài thắng sau đó. Vào tháng 5 năm 1979, Harry 
Nelson tại Livermore Lab? tìm ra số nguyên tố còn lớn hơn số 
của Noll rất nhiều, 2# — ], 


sỐ Ở 


Mặc dù các máy tính ngày nay đã được lập trình để xác định 
› nguyên tố, nhưng nhà toán học Hy Lạp Eratosthenes 


các số 
(275 - 194 trC.N) mới chính là người đã phát minh ra kĩ thuật 





(lJ. Phòng thí nghiệm nghiền củi khoa học do Đại học Caliƒ múa thành lát: 





sàng số nguyên tế để tìm ra các số nguyên tế nhỏ hơn một số 
che trước. Bảng đưới đây có các số được khoanh tròn là những 
số nguyên tế nhỏ hơn lÔO, 


Sàng Fratcssthenes 


G)% (2  x 
% % %< Ó7) )X (9) 
⁄Í. %X  < X 09) 3% 
ẤX 4 34 XX Ớ/)XX X %6 
4 4 4 (7) 3%6 Xố X 
5 55 %6 %X %4 (5) bố 
)M 1% 7⁄3 (9) yê 
) 33⁄4 B4 Xé X£C à% (39) Số 
T1 ngan hi n 


Các bước sàng số nguyên tố: 


% 
4D 
4 
6D 
4Ù 
»I 
@ 


=9) 


S 
%⁄ xxx  X K) 


G06) X GÒC) CC 


x 





l) SốT bị bỏ ải vị tao định nghĩa nó không phải là số nguyên tố. 
. 2) Khuxath số 2 tá là số nguyên tố dương chăn nhỏ rất. Sữa 

đo, ha đi tắt cả các số chăn, tì chứng đều là bội của 2 

3) KHưunh xố 3 v nguyên tố tiếp theo. Bồ ải tất cả các số là 
bội cửa 3. Một số số có thể đã bị gạch bỏ tôi, vì chúng 
cũng bị bội của 2, 

4) Khoanh xố tiếp theo, số 5. Gạch bỏ tất cả các bội số của 5. 

5) Tiếp tục quá trình cho đến khi tất cá các số từ l đến lÖO 
đều hoặc đư khoanh, hoặc đã bị gạch bỏ. 







Hình chữ 


Hình chữ nhật vàng là một nhật vàng 


đối tượng toán học ruyệt đẹp và 
rất thú vị, vượt ra ngoài cả lĩnh 
vực toán học. Được tìm thấy trong nghệ thuật, kiến trúc, tự 
nhiên và thậm chí trong quảng cáo, mức độ phổ biến của nó 
không phải là một sự tình cờ. Các kiểm tra tâm lí đã chỉ ra rằng 
hình chữ nhật vàng là một trong số những hình chữ nhật nhìn 
đề chịu nhất đối với mắt của con người, 


Các kiến trúc sư Hy Lạp cổ đại thế kỉ V rrC.N đã nhận thức 
về tác dụng tạo ra tính hài hòa, cân đối của hình chữ nhật vàng. 
Đến thờ Parthenon là ứng dụng đầu tiên của nó trong kiến 
trúc. Người Hy Lạp cổ đại đã có kiến thức về tỉ lệ vàng, cách 
xây dựng, xấp xỈ nó và cả cách dùng nó để đựng hình chữ nhật 
vàng. Tỉ l£ tàng, Ø (phí), không phải ngẫu nhiên là ba chữ cái 
đầu tiên của Phidias, nhà điêu khác Hy Lạp nổi tiếng. Phidias 
được cho là đã dùng tỉ lệ 
vàng và hình chữ nhật 
vàng trong các tác phẩm z7 Về» P>ie 


của mình. Các môn đỗ _——= _ —— 
của Pythagoras hẳn đã 


chọn hình sao năm cánh 


1l? 


Lên thủ Ruyfleniri ủ Ä:Âsem Hy Lạp. 





" =.A = — ^ 
là biểu rượng về cấp bậc 
của họ vì mối quan hệ 
của nó với tỉ lệ vàng. 


Bên cạnh những ảnh hưởng trong kiến trúc, hình chữ nhật 
vàng cũng hiện diện trong hội họa. Trong bản luận De Diutna 
Probewtme (Về các tí lệ thân thánh) năm 1509 của Luca Pacioli, 
Leonardo đa Vinci đã minh họa tỉ lệ vàng cho phác thảo về cơ 
thể người. Việc sử dụng tỉ lệ vàng trong hội họa được nhắc đến 
như là ki thuật về cán đốt động. 






Albrechr I[Xirer, George Seurat, Pietter Mondrian, Leonardo da 
Vinei, Salvador Dali, George Bellows đều sử dụng hình chữ nhật 


vũng trong một số tác phẩm của họ đề tạo ra sự cần đối động, 





Bức tranh Hurhzrs (Nhĩng người tẩm mg) của họa sĩ trường phái Ấn tượng 
(ICOTEE Seurat. Cá bạ tÍ lẽ vàng tron hức tranh. 


Khi số trung bình nhân được xác định trên đoạn thẳng AC 
cho trước, tỉ lệ vàng?” được lập nên bằng công thức trung bình 
nhàn như sau: 


( AC|/|AB ) =(| AB|/ | BC ), 
khi đó | AB | là tỉ lệ vàng. 


À- B _, 





(lI LXŸ xdv dmủh #lt FTỊ cu tỉ HỆ tăng, nữ1ật ta phải gidt Bhưđm— trính: 
(l/x) = (x/(-x)). trơnw đa x = | AR [LÍ AC [| = E cầm | PK} | = (Ex) TỶ lệ tảng 
| AC. | ¡AB | lu kh. | ARIL/x: | # huïng HH + và) ¿| = lô 
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NIÊM VI [ÁN HỌC 


Khi một đoạn thẳng đã được chia theo tỉ lệ vàng, sẽ dễ đàng 
dựng được hình chữ nhật vàng như sau: 


l) 


| 8h nh HH nuuớớớn ¬ L1 WNNGZN ^¬ 

D, LỄ IF 
| I ( 
| | Ì 
{ Í Ủ 
) Í ì 
I { Ị 
ì { | 
ì I 
ì 

Ah=--=-—-=-—~- HẰ Gan lc 


B 


Cho đoạn thẳng AC, trong đó B chia đoạn AC thành 
tÌ lệ vàng. Dựng hình vuông ABEÌ). 


Dựng đoạn CF vuông góc với ÁC. 


v `. - me An „ 
Kéo đài tia DE: sao cho tia DE giao tía CF tại điềm F. 
Khi đó, ADFC là một hình chữ nhật vàng. 


Một hình chữ nhật vàng cũng có thể dựng được mà không 
cần tỉ lè vàng bằng cách sau: 


Ù 
2) 


4) 


Ð) 
6) 


D àu C F 


A E 
N B 


Dựng một hình vuông bàt kì, ABCD. 
Chia đôi hình vuông với đoạn thẳng MN. 


*® 
lùng compa vẽ cung EC bàng cách lây tâm là N và 


bán kính là |CN | 

Kéo dài tia AB cho đến khi nó giao cùng vừa vẽ tại điểm E. 
—> 

Kéo dài tia QC. 

Dựng đoạn thắng EF vuông góc với đoạn AFE sao cho 


tia DC” giao tia EF tại điểm F. Khi đó, ADFE là một 
hình chữ nhật vàng. 


Hình chữ nhật vàng cũng tự snh. Nếu có hình chữ nhật 
vàng ABCT, hình chữ nhật vàng ECDI có thể dễ dàng dựng 
được bằng cách vẽ hình vuông ABEEF. Sau đó, hình chữ vàng 
[X?HF dựng được bằng cách vẽ hình vuông ECCOH. Quá trình 


này có thể tiếp tục mãi mãi. 


LHLHLk 


[Dùng đãy võ hạn các hình chữ nhật vàng lỗng nhau này, ta 
có thể vẽ được đường xoấn ốc đẳng giác (còn được gọi là diểng 
xoăn ốc lâgar#). Sử dụng compa và các hình vuông của những 
hình chữ nhật vàng, vẽ các cung là một phần tư đường tròn nội 
tiếp trong những hình vuông đó. Các cung này sẽ hình thành 
đường xoắn ốc đẳng giác. 


CHU Y: 

Hìmh chữ nhật tàng liên tiếp sinh ra 
các hình chữ nhật vàng khác, da đó kết quả 
nhận chảk là dường xoấn ốc đẳng giúc. 
Kiếm giao của các dưng chén như trong 
hành tẽ là cực, hay tâm của dđìềmng xoắn ác. 

() là tâm của đường xoắn ấc. 

Bán kâuh củi mg xoấn ốc là một doạn 
thẳng có một đâu muứt là ÔÖ, dầu mút còm 
lại là một điểm bất kì trên đường xoắn ốc. 





Lếy 

Lư ý rằng mỗi tiếp tuyến tại một điểm trên đường xoắn ốc cùng 
uới bán kính tại điểm đó tạo nên một góc, ví dụ góc T:PO. Đường 
xoắn ốc là đẳng giác nếu tất cả các góc như uậy đều bằng nhau. 


Nó còn được gọi là đường xoắn ốc lôgarit bởi vì nó lớn lên 
theo tỉ lệ nhân, tức là lũy thừa của một số nào đó, trong đó lũy 
thừa hay số mũ chính là tên gọi khác cho lôgarit. 


Đường xoắn ốc đẳng giác là loại xoắn ốc duy nhất không 
thay đổi hình dạng khi lớn lên. 


Trong tự nhiên có rất nhiều dạng hình kín: hình vuông, lục 
giác, hình tròn, tam giác. Hình chữ nhật vàng và đường xoắn Ốc 
đẳng giác là hai trong số những hình dễ nhìn nhất về mặt thẩm 
mĩ. Dấu ấn của đường xoắn ốc và hình chữ nhật vàng được 
tìm thấy ở sao biển, vỏ sò, con cúc, ốc anh vũ, sự sắp xếp của 
những hạt giống, quả thông, quả dứa và thậm chí là quả trứng. 

Thú vị không kém là cách thức tỉ lệ vàng liên hệ với dây số 
Fibonacci. Giới hạn của đãy số gồm các tỉ lệ của hai số liên tiếp 
nhau trong dãy Fibonacci (l, lh 2 3; 5% 8, 13,...; 
[Fan + Fn 2È...) — là một tỉ lệ vàng, ø 

1,1, 2, 3, 5, 8, , 21, 3;...;Fn+l _, @ 

1L [Ứ? 35 § H7 (L 3 Fn 

l 2; l5; lLỐ; 1,625; 1615384; 1,619047;... 
1+ V5 xỊ6 

z 

Bên cạnh sự hiện điện trong nghệ thuật, kiến trúc và tự 
nhiên, hình chữ nhật vàng ngày nay thậm chí còn đượ dùng 


(= 


trong quảng cáo và buôn bán. Rất nhiều công-ten-nơ đựng 
hàng có hình dạng giếng hình chữ nhật vàng nhằm thu hút 
được thị hiếu thẩm mĩ của công chúng. Trên thực tế, các thẻ tín 
dụng tiêu chuẩn cũng gần như là ruột hình chữ nhật vàng. 


Hình chữ nhật vàng còn liên quan với các ý tưởng toán học 
khác nữa, chẳng hạn như chuỗi vô hạn, đại số, thập giác đẻu 
nội tiếp, các khối Platon, các đường xoắn ốc đẳng giác và lôgarit, 
giới hạn, tam giác vàng và những hình sao năm cánh. 
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Tạo một tri-tetra 
†lexagon 





Theo nghĩa rộng 
thì các fl>xagon có 
thè coi như là một 
loại xếp hình tô-pô. Chúng là những hình được tạo ra từ mệt 
mảnh giấy có nhiều mặt khác nhau, có thể xem được sau mệt 
số các bước gẬp. 


Mảánh giấy bên dưới được gọi là một tri-tetra flexagon. Trì 
(tức là 3) là số các mặt, còn tetra (tức là 3) là sở các cạnh cúa nó. 
MẶT TRƯỚC 


Bước ¿ 
Rước 3 


Bày giờ, ở mặt trước tất cả các số đều là 2, còn 
ð mật sau tất cả các số đều là 1, 

Đẻ cac số 3 hiện ra, gập cong dọc theo nếp 
giẦV ngang, 


LÒ NƯM VULTOAN (fLÌ) 










Tìm kiếm vô hạn 
trong hưu hạn 


Bạn có thế hình 
dung vô hạn là mì 
không” Võ hạn là 
một lượng không bao giờ hết. Khái niệm vô hạn thật khó nắm 
bắt. Chúng ta có thể đễ dang hiểu được số ? miêu tả 7 quả táo 
và số một tỉ (viết là I 0O 00 @%) có thể mô tả số lượng hạt 
cát trong một chiếc hình. Những một lượng vô hạn là không 
có kết thúc. Có một cách rất lí thú để cảm nhận vô hạn, đó là 
bạn hãy cầm một chiếc gương xoay trực tiếp trước một chiếc 
gương khác lớn hơn. Những gì bạn thấy sẽ là một chiếc gương 
ở bên trong một chiếc gướng bên trong một chiếc gương bên 
trong một chiếc gương... không bao giờ kết thúc. 


Rất nhiều người nghĩ rằng một lượng vô hạn phải chiếm 
một khoảng không gian rộng lớn, nhưng trèn đoạn chẳng AB 
nhỏ hé này, A_—— —.B cũng có vô hạn điểm. 


Để chứap mưnh du này, chứng ta sử dụng khẳng định uc 
Gia hai điểm bạt kì buôn tìm đhiực một điểm thứ bú, Vì vậy, nêu 
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điểm A tà điểm l3 nằm trên một đoạn thẳng, thì ta có thể tìm được 
điểm C} ở giữa chủng. Sau đó, giải A và lại có một điểm khác, 
cứng như giai B uà C tồn tại một điểm khác chứng. (Àui trmh tìm 
điểm mới giải hai điểm bất kì kèo dài mãi mãi, tì uậy có tô hạn 
điềm trên đoạn thằng AB 


Một cách khác để miêu tả một lượng vò hạn là sử dụng câu 
chuyện về chú bụ chết. 


Chủ bọ chói HaÌƒ muốn nhảy qua căn phòng. Bạn của nó báo 
rằng nó w không bao giữ tầ dự phía bên kía nếu nó lnặi bị s 
chỉ rửưiy các quãng bằng -} quãng đường còn lại Bọ chết HaÌlƒ 
cam doan nó sẽ nhảy qua bèn loa phòng không có uấn đề gi cả. 
[Xu tiên, nó nhảy ¬- khoảng cách hai phía cúa căn phòng, sau đó 
+ kho»anơ cách còn lại, rồi lại : khoảng cách cơn lại tiếp theo và 
cứ tiếp tục "lu¿ tế. Mạc đủ nó rất gần tớ phía hên kía rồi, nhưng 
nó vẫn cứ phái tuán they quy tắc đã hứa: môi quang nọ nhấy phải 
băng + quăng đường còn lại Bọ chét HaÌƒ cưỗi củng cũng nhận rạ 
rằng sẽ luôn còm lại một kh»ẩng cách mà nó phải nhảy tới ~- dhuïng 
đó. Và điều này $@ tiếp tục mãi trưa, trừ khi nó bỏ cuộc. 


Như vậy, dù cho vô hạn là một lượng không bao giờ hết 
và không thể nhận biết được bằng một số, nhưng nó có thể bị 
chứa trong một không gian rất nhỏ cũng như trong một không 
gian rât lớn. 
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` ˆ^”s 
—ˆ Năm khối 
Các khối Platon là những Platon 
khối đa diện lỗi có các cạnh tạo 
nên các đa giác phẳng đều. Chỉ 


tôn tại tuim kiai khôi nh vậy. 


Từ “khối” đùng để chỉ một vật thể ba chiều bất kì như 
tăng đá, hạt đậu, hình cầu, kim tự tháp, một cái hộp hay khối 
lp phương. Có một nhóm các khối đặc biệt gọi là khối đa diện 
đều do nhà triệt hạc người Hy Lạp Plato khám phá ra vào thời 
có đạt Một khôi được gọi là khối đa diện 
đèu nếu các mặc của nó có hình dạng 
như nhau và bằng nhau. Như vậy, khối 
lần phương là một khối đa diện đều vì 
tất cả các mặt của nó là các hình vuông 
bằng nhau; còn chiếc hộp bèn phải đây (xem hình vẽ) không 
phái là khối đa điện đều, vì các mặt của nó không phải là 
những hình chữ nhật bằng nhau. Plato đã chứng mình rằng chỉ 
tồn tại năm loại khối đa diện lôi. Chúng là œ điện, lập phiứng 
hưy khối hục diện (khối sáu mặt), khối bát điện (khối tam mặt), khôi 


mười hai mặt và khối hai rmwdi mặt 


Tứ diện Lập phương 


Khối bát diện 


Khối mười hai mặt Khốt ¿út mươi mật 
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[Đưới đây là những mẫu hình để tạo thành năm khối đa 
diện đều. Bạn hãy thử sao chép lại rồi cất ra và gập chúng 
thanh các khối ba chiều tương ứng nhé! 


Tử diện 


Lập phương 


Khôi bát diện 


Khỏi hai mười mặt 


Khôi mười hai rnặt 






là một trong các phương 
pháp được dùng để xây dựng 
các ma phương bậc lẻ, Ví dụ 


dưới đầy sẽ mình họa cách 


Phương pháp 
kim tự tháp 
để tạo các 
ma phương 


Phương pháp kim tự thắp 








tạo ma phương 5 x 5. 


Các bước: 
l_ Lần ham đạt các số từ Ì tử 25 uàa hình vuông chiếc hộh 
chén thự trơmg hình gẽ. 


2) Nấp xếp lại các số nằm ngoài hình tuông của ma puêhg 


Uào tỆ trí tưng tâng trong na jhướng (các số màu trắng 
là các số đã được dị chưyển). 
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Các khối 
Kepler-Poinsot 





L cho Plato đã khám 
phá ra năm khối PLäton 
(tứ điện, lập phương, bất 
điện, khối mười hai mặt, khối hai mươi mặt) và Archimedes 
khám phá ra các khối Archimedes, nhưng bốn loại khối không 
lôi dưới đây vẫn chưa được thế giới cổ đại biết tới. Kepler là 
người đã khám phá ra hai khối vào đầu những năm l609, còn 
Louis Poinsot (I777 - 1859) khám phá lại hai khối này và thêm 
hai khối nữa vào năm 1809. Các khối này của họ giờ đây thường 
được sử dụng để làm các thiết bị chiếu sảng và chao đèn. 





Khối mười hai mặt Khết mười hai mặt 
hình sao nhỏ hình sao lớn 





Khối mười hai mặt lớn Khôi hai mươi mặt lớn 







Hinh bên dưới trông giống 
như một đường xoắn Ốc, nhưng 
những kim tra ki lưỡng 

hơn cho thấy nó được tạo bởi các đường tròn đồng tâm. Khái 
niệm đơn vị hướng là do Tiến sĩ ]lames Fraser nghĩ ra và lần 
đầu tiên được mô tả trên rạp chí Brừih loemadl öƑ Pechokagy 
vào tháng Ï năm 908 Nó thường được gọi là hiệu ứng dây xoắn. 
Hai sợi dây có mau têmg phản được xoắn lại với nhau để tạo 
thành một dây duy nhất, Sau đó, sựi dầy này được đặt lên trên 
những nên khác nhau. Anh ảo giác thu đự& thuyết phục tới mức 
ngay cả việc vê ra các đường tròn đồng tầm để phá đi ảo giác vẻ 


đường xoắn Ốc cũng là một việc khó khăn, 










Khối hai mươi. 
mặt và hình 
chữ nhật vàng 


Hinh chữ nhật vàng 
hiện diện ở rất nhiều 
lĩnh vực của cuộc sống 
chúng ta — kiến trúc, 
hội họa, tự nhiên, khoa học, cũng như là trong toán học. Cuốn 
sách IJe£ Ditha Prolxmkme (Về các tỉ lệ thản thánh) của Luca 
Paoioli (được Leonardo da Vineci mình họa năm 1509) đã giới 
thiệu những ví dụ tuyệt vời về tỉ lệ vàng trong mặt phẳng và 
hình học khối. Khối hình bên dưới là một trong số đó. C đây, 
ba hình chữ nhật vàng giao nhau một cách đết xứng và mỗi 
hình vuông góc với hai hình còn lại Góc giữa các hình chữ 
nhật này bằng với mười hai góc của khối hai mươi mặt đều. 
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Nghịch lí cúa Zeno. 
Nghịch lí Achilles 
và chú rủa 


Các nghịch lí 
đều rất thú vị, vui 






và là một phần 
quan trọng trong 
toán học. Chúng cho thấy rõ tầm quan trọng của việc phắt 
biểu và chứng minh các ý tưởng một cách cần thận sao cho 
không có sở hở nào. Trong toán học, chúng ra luôn cố gắng tạo 
ra các ý tưởng bao phủ được càng nhiêu khía cạnh càng tốt, 
tức là chúng ta cố gắng tổng quát hóa một khái niệm và từ đó 
ứng dụng nó cho nhiều đối tượng hơn. Tổng quát hóa là quan 
trọng, nhưng nó cũng có thể là một việc làm nguy hiểm. Phải 
tiến hành một cách thận trọng. Một số nghịch lí dưới đây thể 


hiện sự nguy hiểm nói trên. 





vô hạn, các dãy và các tổng riêng đã phát minh ra nghịch lí nổi 


tiếng sau đầy, Cng giá thiết rằng trong một cuộc chạy dua với 


Achilles, chú rùa được cho xuất phát ở phía trước cách Achilles 
I0OO mét. Giả sử Achilles chạy nhanh gấp TÔ lần chú rùa. Khi 
cuộc đua bắt đầu, Achilles chạy được 10Ó0Ô mét đầu tiên thì chú 
rùa đã chạy được IOO mét ở phía trước. Khi Achilles chạy được 
IÔO mét tiến theo thì chú rùa cũng chạy thêm được lÕ mét nữa, 


Zeno lập luận rằng Achilles sẽ tiếp tục tiễn sát chú rùa, 
nhưng sẽ không bao giờ đuổi kịp nó. Liệu ông có đúng không? 
Nếu Achilles có thể đuổi kịp chú rùa thì tại thời điểm nào của 
cuộc đua điều đồ sẽ xây ra? 


Xem câu trả lời ở phân Lời giải và đáp án, mục Nghịch lí 
Achilles và chú rùa. 


Nghịch lí của Eublides và Zeno 


Nhà triết học Hy Lạp Eublides lí luận rằng người ta se 
không thể nào có được một đếng cát. Ông nói rằng một hạt 
cát thì dĩ nhiên không tạo thành một đống cát được. Và nếu 
người ta chủ thêm một hạt cát nữa vào, thì chúng (hai hạt cắt) 
cũng không lầm nên đống cát. Như vậy, ông kết luận nếu bạn 
không có sẵn một đống cát và nếu bằng cách thêm một hạt cắt 
vào những gì bạn có, bạn vẫn không có một đống cát, thì hạn 
sẽ không bao giờ có một đống cát cả. 


Cùng với lí luận tương tự, Zeno nhìn vào các điểm trên một 
đoạn thẳng. Ông lập luận rằng nếu một điểm không có chiều 
đài (tức chiều dài bằng Ø), thì cộng thêm một điểm nữa vào 
chúng vẫn không có chiều dài. Vì vậy, người ta sẽ không bao 
giờ nhận được một vật có kích thước chỉ bằng cách hợp các 
điểm lại với nhau. Nhưng sau đó ông lại lập luận rằng nếu một 
điểm có chiều dài, thì một đoạn thẳng sẽ là dài vô hạn, bởi nó 
chứa vô hạn điểm trên đỏ. 











Xu ha! 5 Hình lục giác 
cân học la một kho ^ z 
¬..n ca. thần bí 
báu những ý tưởng hấp dẫn. 

Đình lí đặc biệt sau đây - 
được nhà toán học Pháp Blaise Pascal (1623 - 1662) chứng minh 


khi ông mới l6 tuổi. Cng gọi nó là hình lục giác thần bí. 








ã 


Nêu một hình lục giác nội tiếp trơng một đưểm"g cơn, thì các 


g2 điểm của các cấp cạnh dõi điện thẳng hàng nhau 











Câu đố về 
các đồng xu 





Bạn hãy đảo ngược tam 
giác đồng xu này xuống phía 
dưới bằng cách đấy lẫn lượt 
từng đồng xu một đến vị trí mới sao cho nó luôn tiến xúc với 


hai đồng xu khác. 


® lăn đi chuyên ứ nhật là 3 
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Lát mặt phẳng 


Lát mặt phẳng có 
nghĩa là phủ mặt phẳng 
bằng những hình lát phẳng sao cho không có khe hở và không 
xếp chồng lên nhau. Giả sử đã có sẵn các hình lát, người ta có 
thể dùng toán học để xét xem chúng có thể lát mặt phẳng được 
hay không mà không cần xếp lên mặt phẳng. Để hiểu rõ vấn 
đẻ này, ra cần phải biết đến một mệnh đề toán học, đó là để 
về được một đường tròn, ta phải quay compa một góc 36ÔẺ, 





^“ 


Bằng kiến thức trên và một số kiến thức hình học khác, 
chúng ta bãy xét bài toán lát mặt phẳng bằng các ngũ giác đều. 
Ngũ giác đều có năm cạnh bằng nhau và nầm góc hằng nhau. 
lế ñm độ lớn các góc của ngũ giác, ta chia nó thành các tam 
uiác như hình minh họa. Tổng các góc trong của mỗi ram giắc 
bằng I8O®. Tất cả năm tam giác đều bằng nhau vì các cạnh và 
góc tương ứng của chúng bằng nhau. Lúc này, chúng ta có thể 
xác định các góc của ngũ giác là 
I08°. [Đo đó, khi xếp các ngũ giác 
bằng nhau sát cạnh nhau thì trên 
mặt phẳng sẽ có khe hổ vì các ngũ 
giác không thể xếp đầy một góc 
360” (1089 + 1089 + 1080 = 3249). 





365 


Khe hở 
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Bây giờ, chúng ta hãy thử lát mặt phẳng bằng các tam giác 
đều. Mỗi góc của tam giác đều là 6Ó9, Như vậy, có thể xếp sáu 
tam giác đều bằng nhau sát cạnh nhau và chúng sẽ làm đầy 
một góc 360". 


Còn nếu dùng các hình vuông, lục giác, bát giác hay tổ hợp 
các hình thì có thể lát mặt phẳng được không? Dưới đây là 
hình minh họa của một số mẫu lát mặt phẳng. 





Bằng cách tương tự, không gian cũng có thể "lát”, tức là xếp 
đầy bằng các khối ba chiều. Khối hình bên dưới là khối bát 
điện cụt. Chúng là đa điện Archimedes duy nhất có thê xếp đây 
không gian mà không đề lại khe hở và không cần kết hợp bất 


kì khôi hình não khác. 





Họa sĩ người Hà Lan nổi tiếng MỤC, Escher đã ứng dụng 
nhiều khát niệm hình học vào các tác phẩm của mình như: 
đải Möbius, đường trắc địa, hình học xạ ảnh, ảnh ảo giác, ram 
giác không thể, nút ba lá, lất mặt phẳng. Một số tác phẩm của 
ông sử dụng các cách lắt nên hiến hình rất thú vị do chính ông 
nghĩ ra như Metưncerphoss (SN biên đổi), Horse mạn (Nữ tupyáu), 
Nmale+ and Smaller (Nhỏ lưới tà nhỏ hơn mữa), Nước Limk (Ca 
hạn tông), Cole Lữni (Cu hạn tron). Ngoài hội họa, nghiên 
cứu các ứng dụng của “lất” không gian cũng là mối quan tầm 
đặc biệt của kiên trúc, thiết kế nội thất và đóng gói hàng hóa 


trong thương mại. 











Câu đố cúa 
Diophantus 





[3iophantus được mệnh danh 
là cha để của đại số. Những 
thông tin mà chúng ta biết 
được về cuộc đời ông cho đến nay rất ít Ôi, ngoại trừ việc ông 
sông vào khoảng thời pin rừ năm TÔO đến 40 sC`N. Tuy 
nhiên, chúng ta lại biết thông tín về tuổi thọ nhờ câu để đại 
số mà một trong số những người ngưỡng mộ òng đã sử dụng để 
miều tả cuộc đời của ông. Câu đổ như sau: 
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Thấi thư âu cứa [3ophamtu chiếm +— cuộc đổi. 

K CC dời tiếp théx› là thi thành miền sôi nổi. 
Thêm cuộc đời nữa ông xông độc thâm. 

%w khi lập gia định hat Š năm thí nh một cần trai. 
Nhung số mệnh chỉ cho cơn xông hàng miữa dời chà. 
ng đã tử trấn 4 nảm xứ khí cơm mất 

[Öiapluanrus sông báo nhườu tuốt hày tmhi cho rú. 


Xem đáp số ở phần Lời giải và đáp án. 





Bài toán Bá câu 
câu Eönigsberg 
và tô-pô 


Tô-pê học bắt 

- ` ... "33... ¬ 
nguồn từ lời giải vào 
năm l736 của một 





bài toán nồi tiếng - 
bài toán Bủy cây cẩu 
Kởnigsberg. 


Königsherg'” là một thành phế bên sông Preger, bao gồm 
hai đảo, các phần của thành phố được nối với nhau bằng bảy 
chiếc cầu. [Dùng sông Preger bao quanh hai hòn đảo của thành 


phố. Các cây câu bắc từ bờ sông sang hai đảo, trong đó có một 





Ũ # * .. T “ k. Pụip . 
lin đồ của bài toán Bây cây cầu Königsberg. 


cầu trực riếp nối hai đảo với nhau. Người dân thành phế 
Königsberg đã hình thành thói quen đi dạo vào ngày chủ nhật 
và nhân tiện đó thử tìm cách đi qua tất cả bảy cầu, nhưng mỗi 
cầu chỉ đi qua duy nhất một lần. Không ai tìm ra cách để đi được 
như vậy cho đến khi nhà toán học người Thụy S1 Leonhard 


(l]. Vao thê lở VIII, Kamigserg là một thành ph của ruấk Phác Ngày nay, nó 
thuịx: liên hang Nga. 





Euler (1707 - 1783) biết đến câu chuyện này. Vào thời đó, Euler 
đang làm việc cho Nữ hoàng Nga Catherine Đệ nhất tại 
St. Petersburg. Trong quá trình giải bài toán Bảy cây cầu Kởnigsberg, 
Euler đã phát mình ra một chuyên ngành toán học mà ngày 
tay có rên gọi là tô-pô. Ông giải bài toán bằng cách dùng một 
lĩnh vực của tô-pô là đô thị. Sử dụng đồ thị, ông đã chứng minh 
được rằng đi qua bảy cây cầu Königsherg sao cho mỗi cầu chỉ đi 


c4 THỘT lần là không thể được. 


Bài toán này cùng với 
lời giải của Euler đã khởi 
đầu cho việc nghiên cứu 
tÔ pô. lô-pô học là lĩnh 
vực tương đối mới. Các 
nhà toán học thế kị XIX 
đã bắt đầu đi sâu vào tô-pô 
cùng với những nghiên 
cứu về các hình học phi 
Euclid khác. Chuyên luận 
đầu tiên về rô-pô được viết 


vào năm l847. 









Đồ thị về cơ bản là biểu 


đồ mô tả của một bài roán. 
Đồ thị mô tả bài toán By cây cầu Kởnigshrg được mình họa 
trong hình dưới đây. 





Kì thị mà ta Bài tán By cây cầu Kõnipshert. 


Một đồ thị bao gồm các đỉnh và các cạnh. EX thị gọi là di 
qua đhák nếu có thể đi qua tất cả các cạnh của nó sao cho môi 
cạnh đi qua đúng một lần, còn một đỉnh có thể đi qua nhiều 
lần. Biểu đồ mô tả bài toán Bảy cấy cầu Kởnigsberg có các đỉnh 
là A,B.CŒ, DÐ. Bạn hãy chú ý số cạnh ở mỗi đỉnh; đỉnh A có 3 
cạnh, B có 5 cạnh, C có 3 cạnh và D có 3 cạnh. Vĩ tắt cả chúng 
đếu có một số lễ các cạnh nền chúng được pọi là các dinh lẽ. 
Eìmh chữm có một số chăn các cạnh nhận nó làm một trong hịn 
đầu mút. Euler đã phát hiện ra rất nhiều tính chất về số lượng 
các đỉnh chăn và đỉnh lễ của một đồ thị đi qua được. Đặc biệt, 
ông nhận ra rằng để một đỉnh là lễ, người ta sẽ phải bắt dẫu 
hoặc kết thúc đường đi tại đỉnh đó. Với phát hiện này, ông lập 
luận rằng vĩ một đồ thị chỉ có một điểm hắt đầu và một điểm 
kết thúc nền các đồ thị đi qua được chỉ có hai đỉnh lẻ. Bài toắn 
ly cáy cau Kởnigderg có bốn đỉnh lễ nên kết luận là không 
thể đi qua được. 


NILSCAXCI fOAN 0x: 129 


H Ôi g 
18 


Đồ thị nao trong số các đồ thị trên là đí qua đưự (tức là có thế 
dị qua hệt cả đồ thị mà khðng cần lấp lại một đoạn nào} 


[| 


Edr- 
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Bạn có thể tìm ra đường ải dua tất cả các viền rà 
không cần nhấc bút chì lên không? Ilãăy chứng mình 
lời gícñ của mình bằng cách vẽ đô thị 
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Lịch Aztec( 





Một tronr những công 
cụ tính toán quan trọng và 
sớm nhất của loài nsười là lịch - một hệ thống dùng để đo và 
ghi lại thời gian đã trôi qua. Nhận thức được tự nhiên đã ban 
tặng cho con người bốn mùa đều đặn để tự chủ được nguồn 
lương thực cho mình, những người cổ đại đã cố gắng tìm ra 
mối tương quan giữa ngày Mặt Trời (thời gian Trái Đất quay 
quanh mình một vòng), năm Mặt Trời (thời gian Trái Đất quay 
một vòng quanh Mặt Trời) và tháng Mặt Trăng (thời gian Mật 
Trăng quay mặc vòng quanh Trái Đất). Vì tháng Mặt Trăng là 
khoảng 29/5 nưày, trong khí năm Mặt Trời là 5 ngày 5 giờ 48 
phút và + giây, nên không thể có được một lượng tỉ lệ nguyên 
giữ thâng Mặc Trăng và năm Mặt Trời Đây là khó khăn 
chính trong việc phát triển lịch nhất quán. Ngay cả lịch hiện 
|dùng của chúng ta cũng không nhất quán, bởi năm đầu của thế 
kỉ mà không chia hết cho 4ÓÓ (ví dụ HZÔO, 1800, 1900) sẽ mất ởi 


ngay nhuận của nó mặc dù đó là năm nhuận. 


Người Aztec có hat loại lịch, trong đó loại lịch tôn giáo 
không có hên quan gì với tháng Mặt Trăng và năm Mặt Trời. 
Lịch này chí có ý nghĩa quan trọng đết vớt các buổi lễ tòn giáo 
và người Aztec sẽ thêm ngày sinh của họ theo lịch nầy vào tên 
mình. Lịch tôn giáo bao gồm 2Ô kí hiệu và 13 số huiân phiên 
nhau trong một chu kì cế định gồm 2Ô ngày. Loại lịch thứ hai 
của họ dựa vào nông nghiệp, gồm có 365 ngày. Những chuyền 
động có tính chu kì của các thiên thể đã cho phép người Aztec 
điều chỉnh lịch của họ và dự đoán chính xác các hiện tượng 
như nhật thực và nguyệt thực. 


(]). Äxzc là một nên tăn mưnh trơng khu vực của Mexico bắt dù tu năm T743 
uà kéo dài đến tuim ÍŠ2| 


(2) Ngư Aztec uay mượn vất nhiều yếu tố, bạo gồm cá nhiều phần cái lịh, từ 
các ru văn Trinh Tole« và Mawa. 





Vào năm 9O, đá mặt trời Artec, hay lịch bằng dd, da đhár 
phát hiện khi ngiềi tạ đăng sữa chữa một thánh đưểmg tại thành 
phố Mexico. Thánh đưểmg này được xây tháng tại tị trí của đến thờ 
Temuvhutlàmn cổ đại hình kim tự tháp. Tâm đá hình trăn có điểng 
kính 365m và nặng 246 tấn. Nó ghi lại lịch sử thể mới theo kiến thức 
ngành tụ trừ học của người Attec. 


Tại tâm của đá mặt trời là hình điêu khác Thần Máạt Trời 
(Tmatiuh) Xung quanh Thân Mặt Trừi là bốn mặt trời hay bẩm 
thê giữ trang vụ trự (Hỗ, Niưứx, Cá, Mưa hếa), chỉ thời kì triớ& thời 
đại Aztec. Ở đây còn Xuất hiện các biểu trứng của sự chiến động. 
Một vòng khác gồm 2Ò hình chạm — cá xâu, gió, ngôi nhà, cơn thăn 
lăn, cơn tấn, cái chất, cơn huếM, thỏ, nướ&, chó, khí, có, cây sây, cơn 
bảo, dại bàng, con kẽm kến, động đất, uiên đá lửa, muận, hoa — trứng 
trưng cho hai mi ngày của một tháng Artec. 
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__ Bộ ba 
bất khá thi 


Vẻ đẹp của một bài toán 
không nằm trong câu trả lời mà 
chính [À ở phương pháp giải Có 
những bài toán mà đáp án cuối cùng lại là không có lớn giải. Ở 
một khía cạnh nào đó, không có lời giải có vẻ như là một câu trả 
lời gây thất vọng, những thông thường, quá trình suy ngẫm để 
có thể đi tới kết luận như thế lại rất hấp dẫn, chính trong quá 
trình này mới nảy sinh ra nhiều khán phá thú vị. Trường hợp 
ba bài toán nổi ting thời cổ đại cũng như vậy. 


C hứa bá rớt góc - chia một góc thành bà góc băng nhau. 


Nhân dói hình lập phương — dựng một hình lập phương có thè 
tích gấp bai lần thể tích của một hình lập phương cho trước. 


Cầu bÌnăãmpg hình trờn — dựng một hình vuông có diện tích bằng 


điện tích một hình tròn cho trước. 


Ba bài toán trên đã thôi thúc sự rìm tòi và khám phá toán 
lọc trong suốt hơn 200Ố năm qua, cho đến khi chúng được xác 
định vào thế kỉ XIX là không thể giái dựw nếu chỉ dùng duất 
tưíng tà cơmba. Người ca đã suy luận được rằng thước thẳng chỉ 


có thể dùng để dựng các đường có phương trình mô t¿ là tuyến 


(đức X váng vọt thiát tính (các phương trình bậc mộu), ví 
thẳng KHƯN, 2 tưch dụ như yv=3x 4 Compa thì lại chỉ 

cña dó U11 NỈ cỉ : 
thư: lơ. có thê dựng các đường rròn và cung 





có phương trình mô tả Là bậc hai, ví 
dụ x` +y'= 25, Khi tổ hợp tuyến tính phương trình của hai loại 
trên thì phương trình nhận được có bậc lön nhất là hat. Trong 
khi đó, khi giất hú bài toán dựng hình trên bằng phương phán 
đại số, các phường trình lại không phải là bậc một hay bậc hai 
mà là bậc ba hoặc có chứa số siêu việc. Do đó, chỉ với compa và 
thước thắng thì sẽ không thể giãi được chúng. 


Chia ba một góc 

Các góc đạc biệt như góc 1359 hay 9Ó“ có thể chia ba bằng 
compa và thước thẳng, Nhưng sẽ không thể chía ba một góc 
bát kì chỉ băng hai dụng cụ trên bởi phương rrình giải bài toán 
khi viết dưới dạng bậc ba là aÌT— 3ä - 2b= Ô. 





Nhân đôi hình lập phương 

Để nhân đột mộc hình lập phương (dựng hình lập phương 
mới có thể tích gặp đôi hình lập phương cho sẵn), ta có thể 
nhân đôi chiều đài cạnh của nó. Những cách này làm cho thể 
tích của hình lập phương táng lên gấp 8 lẫn. 


Thể tích của hình lập phiữmg 
cần nhân đôi = aÌ. à 


ảầ 
Để nhân đôi hình lập phương trên, ta cần dựng một lập 


phương có thể tích là 2a`. 
xÌ=2aÌ suy rax =axJ2 
Một lần nữa chúng ta lại đi tới một 


hình lập phương mà không thể dựng X 
được với chỉ một compa và thước thẳng. X 
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Cầu phương hình tròn 

Cho một hình tròn bán kính là r, điện tích của nó sẽ là mr”. 

Như vậy, chúng ta cần dựng một hình vuông có điện tích 
là mr^. 

xˆ = 12, nền x = rVm. Vì m là một số siêu việt, nên không 
thể biểu diễn được nó dưới đạng một số hữu hạn các phép 
tính hữu tỉ và nghiệm thực, vì vậy đường tròn không thể cầu 
phương được chỉ với compa và thước thẳng. 


X 


X 


I3 ba bài toán thời cổ đại trên là không thể dựng được chỉ 
với compa và thước thẳng, nhưng người ta đã sắng tạo ra những 
phương phấp và công cụ mới rất tài tình để giải quyết chúng. 
Điều quan trọng không kém là chúng đã thúc đẩy phát triển tư 
đuy toán học nhiều thế kỉ qua. Đường concôit của Nicomedes, 
đường xoắn ốc của Archimedes, đường quadratrix của Hippias, 
các giao điện của mặt nóp, các đường bậc ba, bậc hến và một 
xố đường cong siêu việt khác là một số ý tưởng bắt nguồn từ ha 
hài toán dựng hình thời cổ đại này. 










Ma phương 
của người - 
Tây Tạng cổ đại 


5 của người lây lạng 


Một ma phương 
kích thước 3 x 3 






nẫãm ở rầm con ẫn 





thời cổ đại, đây là ví dụ cho thấy tư tưởng toán học không bị 
giới hạn ở một quốc gia hay bất kì đường biên giới nào. Các số 


đếm xuất hiện trong ma phương này là: 
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Chu vi, diện tích 
và các chuôi 
vô hạn 


Trong hình vẽ sau có 






VÒ xô ram piác đều. Mỗi 
ram giác bên trong cố 
các đỉnh là tung điểm 


các cạnh của tam øiác ngoại tiếp nó, Dể xác định tổng chu vì 


của các tam giác, chúng ta xét chuỗi san đây: 





ï.. 5.5. 
& l6 32 64 128 
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Nhìn vào trục số, ra có thể xác định tổng của các phân số: 


Ki J7 
———————*rŠ¬ 
F——————+———— 
0 1 | 


Lihmì ý rằng mỗi một phân số tiếp theo thêm vào chuỗi số 
này sẻ làm tổng riến gần I hơn, nhưng tió sẽ không bao g0 vượt 
quá Í. Vì thế, chuỗi số này có tổng bằng L. 


Bây già, bạn có thể băn khoăn kết luận trên sẽ giúp chúng 
tà tìm tổng chủ ví của các tam giác như thế nào. Đầu tiên, hãy 
liệt kê chu vi cửa môi tam giác: 

3y @=: (07.137 (lì J3ˆ:13../1)..-1):. 
,D, |. —ốẻ — = .-«ằ. cơ Ö 9n" 
2 4 8 l6 32 6 lề 
Công các số trong dãy trên để tìm tổng chủ vi các tam giấc: 


0+ D+ 2+2 Dạ12„ L2} l2 + 
2 4 8 l6 3 64 I2 


Rút thừa số chung, ta có: 


S0») SE TRÍ RẺ ' TRÍ, TRẾ ĐỂ: 


3 16 312 øœ1 2A 
Thay 1 vào giá trị tông của chuỗi số trong biểu thức trên, ta 
thu được: 


45+ 15() = 45+ 15 = €0 (đây chính là chu vi cần tm). 


Để xắc định tổng diện tích các ram giác là một thử thách. 
z _ ~ 1 % ` ”A? P ^^ VẢ 2 ^ X: ^Z : 
Bạn có thể sẽ phải tìm hiểu thêm về tổng của một chuỗi sẾ vô 
hạn mới. 
(H' Các tá trí vuty đực tìm bằng cách dừng một định lí mrơng lùình lực nÌue &aè 
Eám thẳng nói trưng điểm hưai cạnh của ni tạm giíc ca độ đái bảng mút niều 
tcJ?ủ} dÐi chê TW} 






Bài toán Ban cở 


Mêu hai ô vuông 





ở hai gốc đối diện 
của hàn cờ bị bỏ đi, thi có thể dùng các quân đô-mi-nô để xếp 


kín bàn cờ này được không? 


Cả sử mỗi quân đô-mi-nô có kích thước bằng hai ô vuông 
cạnh nhau trong bàn cờ. Các quân đô-mi-nô không được phép 


xếp chồng lên nhau mà phải nằm trên mặt phẳng của bàn cờ. 





Xem câu trả lời của bài toán Bàn cờ ở phần Lời giải và đáp án. 


Máy tính 


Blaise Pascal (1623 1662) là 


mỘI nhà toàn học, nhà khoa 


cúa Pascal 





học nổi tiếng của nước Pháp. 
Ong được vinh danh bởi rất nhiều khám phá khoa học và toán 
học lí thuyết như lí thuyết xác suất, lí thuyết về chất lỗng và 
áp suất chất lồng. Ngoài ra, Pascal còn phát minh chiếc máy 
tính (hình bên dưới) khi mới mười tắm tuổi. Với chiếc máy này, 
người ta có thể cộng các cột số đài. Phát minh này của ông đã 
đưa ra các quy tắc cơ bản làm nền tẳng cho các máy tính hiện 


đại ngày nay. 









lsaac Newton 
và các phép 
tính vi tích phân 


lsaac Newton (1642 
- l727) là một trong 


những người phát minh 






ra các phép tỉnh vi tích 
phản và thuyết hấp dân. Đù là một thiên rài toán học, nhưng ông 
lại cếng hiến phần lớn cuộc đời cho việc nghiên cứu thần học. 
Năm 1665, trường đại học nơi ông giảng dạy rại Cambridee phải 
đóng cửa vì bệnh dịch hạch. Ông ở nhà trong suốt thời gian này 
và đã phát triển các phép tính vi tích phân, hình thành thuyết 
vạn vật hấp dẫn và làm việc với nhiều vấn đề vật lí khác. Thật 


đáng tiệc, 39 năm sau các công trình của ông mới được công bế. 


Đây là một trong nhưng bản nhá của Newtrm biếu điền 
tác động của lực hấp dẫn trên một quỹ đạo hìmh củ. 





NIỄM VUITDANHÓOCS 14] 














Các phép tính 
vi tích phân 
cúa Nhật Bản 


Chúng ta cần hiểu rằng 
tuán học phát triển trong 
các nên văn hóa khác 
nhau ở khắp nơi trên thế 
giới. Chẳng hạn như Seki Kowa, một nhà toán học người Nhật 
thế kỉ XVHI, nổi tiếng với việc phát triển các phép tính vi tích 
phân của Nhật Bản. Phép tính vì tích phân của ông còn được 
đọ là venri (nguyên lí hình tròn). Hình dưới đây được một học 
trò của Seki Kowa vẽ vào năm: I67Ø. Nó thể hiện cách đo diện 
tích hình tròn bằng cách cộng một chuỗi các hình chữ nhật 
lại với nhau. 
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Nghệ thuật suy luận có 
liên quan đến mọi khía cạnh 
của đời sống chúng ta, từ việc 
hạn quyết định sẽ ăn gì, cách thức dùng bản đề, mua quà gì 
cho tới việc chứng minh một định lí hình học. Tất cả các loại 
kĩ nãng và kĩ thuật đều được đưa vào để giải quyết vấn đề. Chỉ 
một sai lầm duy nhất trong quá trình suy luận cũng có thể dẫn 
đến những kết quả tại hại và kì cục. Chẳng hạn, nếu bạn là 
một lập trình viên, bạn có thể bỏ sót một hước và dân đến vòng 
lập vô hạn. C lễ ai trong chúng ta cũng đã từng chấc chắn về 
những giải rhích, lời giải hay chứng mình để rồi sau đó lại phát 
hiện ra mình nhằm lẫn? Trong toán học, chút cho Ở là một lỗi 
phổ biến có thể gây nên những kết quà di thường, như trong 
chứng minh 1 = 2 sau đây. Bạn có thể tìm thấy lỗi ở đầu không? 


l=2? 


Nếu a = b uà b, a > O, thì ] = 2. 
Chứng mĩnh: 


ub>0 túi thiết 

2)a=b gùt thiết 

3) ab —=b> nhịn hước 2 với b, 

4)ab —a *=k-- tr hi tế của bước 3 cho a2 
5a(b-a)=(b+ua)(b- ú) bhuìn tuh bit 4 thành thừa số. 
6)a =(b + a) Chưa haitềctudief 5cho(b—a), 
/7)a=a+a hệ quá của bớt 2 và Đu&k 6 
8) a = 2u tổng hai số bằng nhau ở DúA: 7. 
ÔĐI1=7 chìa hai vế ở bước 8 cho a. 


Xem lỗi trong chứng minh 1 = 2 ở phần Iời giải và đáp án. 
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đ 7e , 
Sự đổi xứng ——— 
z ° h h ^? Có vô vàn 
trong các tính thể "1... 
những mẫu hình và 
sự đối xứng trong 
các hiện tượng tự nhiên. Năm 1912, nhà vật lí Max Von Laue 
đã chiếu tia X-quang xuyên qua một tỉnh thể cầu lần trên một 
tấm phim. Các điểm tối xuất hiện hoàn toàn đối xứng với nhau, 
chúng được nối lại với nhau để tạo thành thiết kế dưới đầy. Vị 


trí của các điêm có hiền quan đến tính đối xứng của tỉnh thể, 


601i 










Toán học 
trong âm nhạc 


Am nhạc và toán học 
có mối liên hệ với nhau. C 
thời kì trung cổ, các chương 
trình giáo dục trong nhà trường luôn bao gồm đại số, hình học, 
thiên văn học và âm nhạc. Các máy tính hiện đại ngày nay 
cũng đang tninh chứng cho sự gắn bó đó. 


Kí âm là lĩnh vực đầu tiên và rõ ràng nhất cho thấy sự ảnh 
hưởng của roán học tới âm nhạc. Trong một bản nhạc, chúng 
ta thây có kí hiệu nhịp độ (nhịp 4: 4, nhịp 3: 4..), các phách 
trong một ð nhịp, các nốt tròn (nốt một phách), nết trắng (nết 
+ phách) nốt đen (nốt : phách), nốt móc đơn (nốt " phách), 
nốt móc kép (nốt TE phách),.. Viết nhạc để vừa vặn nốt nhạc 
vào một ô nhịp cũng giống như quá trình tìm mẫu số chung 

các nốt có độ đài ngắn khác nhau phải được sắp vừa vặn 
vào ô nhịp theo một nhịp điệu nhất định. Ấy vậy mà các nhà 
soạn nhạc vẫn có thể sảng tác âm nhạc phù hợp với nhau thật 
tuyệt vời mà không hề gượng ép trong cấu trúc cứng nhắc của 
bản nhạc. Khi phân tích một tắc phẩm đã hoàn thiện, ta thấy 
mỗi nhịp có một số lượng phách nhất định, bao gôm rất nhiều 
nốt nhạc có độ dài ngắn khác nhau theo ý muốn người soạn, 


Ngoài mỗi quan hệ rõ ràng 


PHTHAGORAS 


của toán học với bản nhạc, âm 
nhạc còn có mối liên hệ với các tỉ 
lệ, các đồ thị hàm mũ, hầm tuần 
hoàn và khoa học máy tỉnh. Với 
các tỉ lệ, các môn đồ của Pythagoras 
(%5 - 4€Q trC SN) là những người 
đầu tiên kết hợp âm nhạc và toắn 
học lại với nhau. Họ khám phá ra 





mỗi quan hệ tiữa sự hòa âm trong 






âm nhạc và các số nguyên khi 
thấy rằng âm thanh phát ra bởi 
một sợi dây đàn phụ thuộc vào 
độ dài của dây. Họ cũng nhận 
thấy những dây căng đều nhau 
có chiều đài tỉ lệ theo các tỉ lệ 
nguyên sẽ phát ra âm thanh du 
đương. Trên thực tế có thể biểu 
điền mỗi sự kết hợp hài hòa của 
các dây được gấy như là một tỉ 
lệ của các số nguyên. Bằng cách 
tăng chiêu dài của dây theo các tỉ 
lệ nguyên, có thể tạo ra toàn hộ 
thang âm. Ví dụ, bắt đầu với một sợi dây tạo ra nốt Đô (C), khi 
đó Ð s độ đài của Đô cho ta nốt Si (R) : s độ đài nốt Đô cho ta 
La ( VE) ì +độ đài nết Đô cho nốt Son (G), — của Đô cho nết Fa 
(F): 5s nốt Đô cho ta nốt Mi (E), Ặ nốt Đô cho ta nốt Rê (DÐ, 

và + độ đài nốt Đô cho ta nốt Đô thấp hơn (cách nốt Đô ban 
đâu một quãng tám), 





Bạn đã bao giờ tự hỏi tại sao chiếc đần dương cẩm có hình 
đáng như vậy không! Thực tế có rất 
nhiều dụng cụ âm nhạc có hình dáng 
và cấu trúc liên quan đến các khái 
niệm toán học. Hàm số mũ và đồ thị 
của nó là ví dụ. Đường hàm mũ là đỏ 
thị của hàm số có dạng y = kXŠ trong 
đó k>ÔÖ. Ví dụ như y = 2Š. Đã thị của 
nó có dáng như hình vẽ bên. 





Các dụng cụ âm nhạc là đàn dây 
hoặc cấu tạo từ các cột khí phản ánh hình dáng của đường 
hàm mũ trong cấu trúc của chúng. 


Việc nghiên cứu bản chất của âm thanh đạt tới đỉnh cao của 
nó với công trình của nhà toán học thế kỉ XIX John Fourier. 
Ông đã chững minh tất cả các âm của âm nhạc, dù là khí nhạc 
hay thanh nhạc, đều có rhể biểu diễn được bởi các biểu thức 
toán học có dạng tổng của các hàm sin tuần hoàn. Mỗi âm có 
ba đặc tính: cường độ, âm lượng và âm sắc để phân biệt nó với 


các âm khác. 
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Các đưïng hàm mũ đực tạo ra bởi các dây của cây đàn dương 


cẩm và các ống của đần organ, 


Phát hiện của Fourier cho phép người ta biểu diễn và phân 
biệt âm thanh bằng ba tính chất trên của chúng. Cường đệ liên 
quan đến tân số của đường cong, âm lượng liên quan đến biên 


độ, còn âm sắc liên quan đến dạng hàm tuần hoàn. 


Nếu không có hiểu biết về khía cạnh toán học trong âm 
nhạc thì sự tiến bộ trong việc ứng dụng mấy tính vào soạn nhạc 
và thiết kế các nhạc cụ sẽ là điều không thể. Các khám phá 
toán học mà cụ thể là các hàm tuần hoàn là yếu tố thiết yếu 
trong thiết kế nhạc cụ ngày nay và trong thiết kế các máy tính 
có trang bị âm thanh. Rất nhiễu nhà sản xuất nhạc cụ so sánh 
đồ thị âm thanh tuần hoàn của các sản phẩm với đồ thị lí tưởng 
của các nhạc cụ tương ứng. Độ trung thực của âm thanh điện tử 
cũng gắn bó chặt chẽ với các đỏ thị tuần hoàn. Các nhà soạn 
nhạc và các nhà toán học sẽ vẫn tiếp nịc đóng những vai trò 
quan trọng trong sắng tác và sẵn xuất âm nhạc. 


5 . + 
li run = 
_—.ÏÌ.: (jG „ 
= “ha. “ TY ở sĩ 
Ra, §% ¡õ 3 . FE®- * 
: "1 BH AM — - sể 
4: 


„nụ. lim 


ï ..Ñ) 
=.. “..-na.re vn kx xÍ T2, hcm 
TẢảeHỚn cự ”” CJIAI Ni ch 





Biểu đỗ này nình họa một dây đần dao động rừng phần và toàn phần. [Dao động 
đầi nhất xác định cường độ, còn những dao động nhỏ hơn tạo ra sự hùa âm. 







Số 
Palindrome 


Một palindromne là một từ, 
một câu thơ hay một số,.. mà đọc 
ngược hay xuôi đều giống nhau. 


Ví dụ như: 

() muulam, lm Adam 

(2) dai 

(3) IÒ 233 21 

(4) "Ahle uúš Ì crc Ì sau: Flbd” 


Có một sự kì lạ thú vị về những con số như sau: 


Lấy một số tự nhiên bất kì Cộng nó tới sĩ tạo thành bằng cách 
đảo ngước các chữ số của nó. Cộng thêm vào tổng này số đảo ngược 
của tổng. Tiệp tục quá trình này cho đến khi bạn có dìậẹk một s7 


balmdrơme. 


Liệu có phải ta s luôn nhận đt một số pbabndrơme hay không? 


1284 
T 4821 
_ 6105 
T 5016 

11121 
T12111 














Nghịch lí về 
bài kiểm tra 
bất ngờ 


Một tiáo viên thông bảo 
sẽ có bài kiểm tra vào một 
trong nãm ngày đi học tuần 
—x tới nhưng lại nói cho cả lớp 
biết rằng: "Các bạn sẽ không hiết kiểm tra vào ngày nào cho 
đến khi các bạn nhận được thông tin lúc 8h sắng của ngày có 
bài kiểm tra lúc lh chiều”. 


Cuối cùng là không có bài kiểm tra, bạn có thể giải thích 
FT sa không? 


KIẾỂMA TRA ???? 


CN T2 T3 T5 





Xem giải thích cho nghịch lí về bài kiểm tra bất nườ 


ở phần Lời giải và đáp án. 







Bài toán 
viết băng chữ 
hình nêm của 
người Babvlon 


Người Bahyvlon có lẽ đã 
tiếp thu hình thức viết trên 
bản đất sét và chữ hình 





nêm (có hình cái nềm) của 





những người vùng Lưỡng 
Hà bởi thời đó, những giấy viết như giấy cói chẳng hạn đều 
không có sẵn. Hệ thống số đếm của họ là hệ đếm theo vị trí cơ 
số 0Ô với hai kí hiệu: Ycho số Ì và Áci:o số 10. á= 60 x l0 = ó0, 
Các ghi chép trên bản đất sét cho thấy dấu vết của những tĩnh 
toán phức tạp mà họ có thể thực hiện được với hệ thống số của 
mình. Bài toán dưới đây và lời giải của nó được người Babylon 
viết vào triêu đại của Vua Hammurrabi (khoảng năm 17ØÔ trC.N). 


Bài toán đề cập đến các chiều đài, chiều rộng và diện tích. 
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Đường xoắn ốc 
của Archimedes 





EXiong xoắn Ốc xuất 
hiện rất nhiều trong 
thế giới tự nhiên như 
cây leo, vỏ ốc, hiện tượng vòi rồng, bão tấp, quả thông, dải 
Ngân Hà, cấc xoáy nước,.. 





Đường xoắn ốc Archimeđes là một đường xoắn ốc han chiều. 
Có một cách để hình dung nó như sau: giả sử có một chú sầu 


bò trên đường thẳng đi qua tầm của đường xoắn ốc. Chú sàu bò 
với vận tốc không đổi trên đường thẳng còn đường thăng thì 
quay đều xung quanh tâm đường xoắn ốc. Đường bò của chú 
sâu trên mặt phẳng sẽ là đường xoắn ốc Archimedes. 
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Ta aacao.aa | Sự phát triển 
Ốt tớ những thiên thê C z z 2 
trơng củ trự nói chưng tà cua cac Lễ tưởng 
tứ &IQ Chổi tội riểmg thì toàn học 
kÌuxing thời gian XX suim 
không co ý nghủa gì cá. NÓ chiât bằng một giây trơng quá trình hình 
thùnh lâu dài của và trụ, Nhưng các bạn, cũng như tôi — một nhà 
toán học — đêu Điết vắng đời vi cơm ni chúng tá thì 340C năm 
là một Khoảng thị# man vất lớn. 


Flammaron, 1892 


Chúng cà thường dễ dàng quên đi mất một sự thật - roàn 
học Tà mộc chuỗi tiến hỏa của các ý tưởng, bắt dầu với những 
phái hiện sớm nhất của rưười riền sử về việc chia thức ân vài 
khám phá cúa họ về khát niệm số, Mỗi một sự đóng eóp, dù là 
nhỏ đến đâu, cũng đều rất quan rrọng đối với quá trình phất 
triển tự tưởng toán học. Một số nhà toán học đã dành cả đời 
mình để nghiên cứu một ý tưởng duy nhất trong khí những 
người khác lại đa dạng hóa những nghiên cứu của họ. Chẳng 
lận, chúng ra hãy cùng nhìn một cách tổng quan vào qmâ mình 
phát rriển của hình học Enuclid. Các ý tưởng hình học được 
khám phá bỏi rất nhiều người trong suốt thời cổ đại. Thales 
(640 54e trC.N) được xem là người vđầu tiên tiết cận một cách 
loữc các ý mñYng hình học. Những người Khác trong 3ÖÔ năm 
tiếp theo đã khám phá ra hầu hết những #ì chúng ta học trong 
môn Hình học ở Phổ rhông hiện này. Khoảng năm 30O trCN, 
Euclid tlã sưu tập và tế chức lại các ý tướng hình học hình 
tu rừ trước cho tới lúc đó. Đó quá là một công việc Không 
lò. Cne biền soạn tất cả những kiến thức này thành một hệ 
chồng toán học được biết đến lưới cái tên hình học IZbd. Trong 
bộ sách The Elbanemrs (C7 bám) cú: trình, ông sắp xếp kiến thức 


sao cho chúng đi theo một mạch phát triển logic. Bộ sách The 


Elzmerus, được viết hơn 2000 năm trước đây, chưa thể là một hệ 
thống toán hoàn hảo dưới cái nhìn của các nhà toán học ngày 


nay, nhưng nó vẫn là một công trình khoa học phí thường. 





Apollomius, được truyền cắm hứng từ công trình của Eucli 
đã đóng góp thành quả nghiên cứu của mình cho toàn học 
trong lĩnh vực hình nón, thiền văn học và đạn đạo học. llình 


trên là minh họa một trong những bài roán lí thú của ông: 


¬ 


Cho hạ đìưmg tròn có dhủi, 


lay tìm một đmg trim tiếp xúc ti cả bạ dưểng tròn đá 


Hình mình họa trình bày rắm đáp ân của bài toán này. 







Tô-pô học 
và bài toán 
Bản đồ bốn màu 


Với những người 
làm bản đồ trước đây, 
tồn tại một quy luật 





chưa được chứng mình 
- đỏ là bản đồ trên mặt phẳng hoặc trên mặt cầu chỉ cần bốn 
màu để tô và phân biệt các quốc gia với nhau. Năm 19%, bài 
toán Bản đổ bên màu nổi tiếng đã được đặt dấu kết thúc với 
chứng minh bằng mảy tính của K. Appel và \. Haken tại 
trường Đại học llinois, Chicago, Mỹ. Nhưng chứng minh trên 
máy tính của họ sau đó vẫn tiếp tục không được thừa nhận. 


Nội dưng bài toán là: Chứng mrỉnh rừng chỉ cần tô 
bản đồ trên rnặt phẳng bằng bốn màu để các vùng 
lãnh thể cạnh nhau có các raàu khác nhau. 





Thay đổi đi một chút, chúng ra xét bài roán tô màu trên các 
mô hình tô-pê khác mặt phẳng. Các nhà tô-pô học nghiên cứu 
những bề mặt có hình dáng rất lạ thường như hình bánh rắn, 
bánh quy xoắn, các mặt hình dải Möbius - với chúng một mặt 
cầu có thể biến thành mặt phẳng bằng cách đâm thủng một lễ 
trên đó, sau đó kéo giãn rồi vuốt phẳng nó ra. Như vậy, về bản 
chất, số màu cần thiết để tô một mặt phẳng và một mặt cầu là 





như nhau, Tô-pô là lĩnh vực nghiền cứu các tính chất không 
thay đổi của vật thể khi vật bị biến dạng - giếng như miếng 
cao su bị kéo giãn hay co lại. Vậy những loại tính chất nào 
không thay đổi! Vì vật được phép biến dạng, nên tô-pô không 
thể nghiên cứu về kích thước, hình dạng hay các vật thể rắn. 
Một số đặc điểm mà các nhà tô-pô học tìm kiếm đé là vị trí 
của các điểm hên trong hay bên ngoài một đường, số các mnặt 
của vật thể, vật có phải là một đường cong kín hay không, số 
các vùng bên trong và bên ngoài của nó, Như vậy, đếi với các 
đối tượng tô pô mới này, tô màu bản đỗ là một vấn để hoàn 
toàn khác bởi lời giải của bài toán bản đồ bốn màu không thể 
áp dụng cho chúng được. 


Bạn hãy thử tô màu 
các bản đỗ khác nhau 
trên giấy. Sau đó, biến tờ 
giấy đó thành dải Möbius 
(xoắn tờ giấy nửa vòng rồi 
đán hai đầu lại với nhau). 
Liệu bốn màu có đủ không! Không hẻ! Vậy số màu tối thiểu 
cần dùng để có thể tô màu bất kì bản đồ nào là bao nhiêu? 
Cách dễ nhất để tìm ra đáp ấn là tưởng tượng ra một hình 
xuyến (trông giống như một chiếc bánh rắn được tạo ra từ một 
mảnh giấy phẳng). Tô màu bản đồ trên một mặt của tờ giấy. 
Cuộn nó thành một hình trụ. Sau đó, hãy tưởng tượng là ta uốn 
cong hai đầu hình trụ lại để 
tạo thành hình xuyến. Bạn 
có thể xác định số màu ít 
nhất cần dùng để tô màu 
bản đề trên hình xuyến (bẻ 
mặt của chiếc bánh rán) là 
bao nhiêu không? 





[ải Môbhius 





Hinh xuyên 











Hội hoạ 
và sự cân 
đối động 


Có rất nhiều hình đối xứng 
xuất hiện trong tự nhiên như 
hình của những chiếc lá, những 
con hướm, cơ thể còn người, 
những bông tuyết. Nhưng cũng có vô vàn hình dãng trong tự 
nhiền không đổi xứng. Chúng ta hãy cùng xem hình các quả 


trứng, một bên cánh của con bướm, ốc anh vũ, hình con cá. 





Buá trình ( zmHJhigtim tứ Y li aL, I%G, rác đi Mindriam. NmÉH ra nói rằng 


NỈ mu Ìnnn đã tiện cận môi hức rranh sm ‹Ìầu trne các mẫu hình chữ nhất vàng 


Những hình không đổi xứng này cũng sở hữu sự cần đối tuyệt 
đẹp trong hình đáng, được gọi là sự cân đối động. Chúng ta có 
thể tìm thấy hình đạng của hình chữ nhật vàng” hay tỉ lệ vàng 


trong tất cả các hình cân đối động. 


Việc ứng dụng tỉ lệ vàng và hình chữ nhật vàng trong hội 
hoạ được gọi là kĩ thuật của cân đối động. Albrecht Lrer, 
Cicorge Seurat, Piertter Mlondrian, Leonardo da Vinci, Salvador 
Dali và George Bellows, tất cả các họa sĩ này đều dùng hình 
chữ nhật vàng trong tác phẩm của mình để tạo ra được sự cân 


đối động. 





Các hình trên thể hiện sự cân đối động của Ốc anh vũ, quả trứng, cảnh 
bướm và còn cả. 


(II Xem ru: Hình chữ nhật uàng 
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Các tập sau đây có bao 
nhiều phần tử: 


4a, b, c}ỳ? 
(1,5,6, 4/1y? 
J } 2 

\ 


Nếu bạn trả lời là 3, 5 và Ó, thì tức là bạn đang mô tả lực 
lượng (số lượng các phần tử) của các tập hợp đó. 


Thế còn với tập hợp sau, hạn sẽ nót nó có bao nhiêu phần tử 


11g22, 19,51. 1007 


Nếu bạn trả lời là vô hạn phần tử, bạn đã nói khóng rõ ràng 
bởi có rất nhiều tập hợp vô hạn khác nhau. Trên thực tế, tồn 
tại một tập hợp vô hạn các số cardinal (số chỉ lực lượng của một 


tập hợp) vô hạn, chúng được gọi là các số siêu hạn. 


Đúng như tên gọi của nó, số cardinal siêu hạn (vượt quá sự 
hữu hạn) là “số” mô tả một lượng vô hạn. Không có số hữu 
hạn nào có thể mô rã thích đáng một tập hợp vô hạn. Hai tập 
hợp có thể biểu diễn bởi cùng một số cardinal nếu các phần tử 
của tập này có thể phép cặp với các phần tử của tập kia sao cho 
không có phần tử nào bị bỏ sót trong mỗi tập. 


Ví dụ: 
a,b.c.,d : 
| | | | có lực lượng là 4, tức là có 4 phân tử trong mỗi tập. 
(1,2 /3.4) 
tập A ={1, 2, 3,4,5, t4 210 
TU 
(ẤW BE. . 2.) 4 1 cvicvÑ ¿a0 


Tập A và tập B có cùng lực lượng vì các phần tử của môi 
tập có thể phép cặp với nhau. Tuy nhiên, trông có vẻ như la 
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mâu thuần khi mà tận Á chứa các số không phải là số chính 
phương nhưng không phần tử nào của nó bị bỏ sốt trong quá 
trình ghép cặp. 


Nhà roán học Đức thê kỉ XIX George (C3antor đã giải quyết 
mâu thuẫn này hằng cách xây dựng một hệ số mới - hệ số dùng 
cho các tập hợp vô hạn. Ông lấy biểu tượng NÑ (aleph - chữ cái 
đầu tiền trong bảng chữ cái [*› Thái cổ) làm kí hiệu cho *s 
các phần rứ của một tập vô hạn, Đặc biệt, Ño (aleph khếaz! là 


ö €‡ 


số nhỏ nhất trong số các số cardinal siêu hạt 


Ño mô tả số các phân tử trong: 


(Tác sế nguyên dương = Í(.2, 3,4, 5%„.,n.„..) n 

Các sế nguyên không âm = {Ô,12,3,4,5.„,n-l..;ÿ là 

Các số nguyên đương = {+Lt2+3+4,+5... nụ. T)ÒI SỐ 
Các số nguyên âm = {-Il, 3,-3-4, 5,..-n,..Ì tnpuyên dương. 


Các số nguyên ={..„-3.-2, 1L, E, š 3.) 
C 


ác số hữu t. 


Tất cả các tập hợp trên và bất kì tập hợp nào khác có thể 
vhép cặp với các số nguyên dương được coi là có số cardinal Nọ. 


Những ví dụ bên dưới chỉ ra cách thức lập tương ứng Ï-Ï giữa 
các số nguyèn đương. 


“ch hố: các sô nguyên dương. 
{0,L. 2, 3 4,....n-L... } các số nguyên không âm. 


ì PP mm mm... v x Shtgg .} các số nguyên dương. 


x. ——--Ö 


Ta Ty lv c2 3 „: 3, 2 .,... } các sế hữu tỉ 
ñ) ) 2 1 3 








——} 


L 


Biểu đỗ bên dưới cho thấy thứ tự sắp xếp các số hữu tỉ ở 
trong tập hợp phía trên. 


x¬ 

1/1;/1/2, 1/3, 1/3,1/5.-. 
kÃ sổ xÃ nẾ sử ¬ Cartor đã phát mình ra 
k7 + phưng pháp mày nhằm 
2001: cáo, dị lì CÁ QUY s ba sắp xếp các số hrat tỉ then 
KẾ AJẾ 4J3,4/A,4/5... tết thế tự nào đó so 
k cho mỗi số hữu tỉ sẽ xuất 
5/1, 5/2, 5/3. 5/4. 5/5... hiện ở đâu đó trong chuỗi 

sắp xế|› nảy. 


BH BRhspnBn CO BC RBp VBG BS 6C BD B RB BS BS R8 R 


¬..A.:.A. . RE NA NN Nẽ 1ãẽ  ẽWÑNẽ ẽ 1N 8mm nh ha... 


Cantor cũng phát triển một hệ thống số học hoàn chỉnh để 
thao tắc với các số siêu hạn: 


No ÑỊ,N2, R¬, Ngạ....n.... 
ng cũng chứng minh 
Ñoe< Nị< Ñ2< 3< Ñeo<...<Nn,... 
và chứng minh thêm rằng ÑỊ mô tả lực lượng của tập hợp các 
số thực, các điểm trên một đường thẳng, các điểm trên mặt 


phẳng và các điểm của bất kì một phần nào trong không gian 
nhiều chiều hơn. 






Bài toán logic này xuất 
hiện trong những ghi chép 
từ thế ki XVIHI 





Một ngưi nông dân cẩn mang theo tnột cơn đề, một cơn ôi tà 


một cây bấp cải qua sống. Chiếc thuyền của ông chỉ chỉ được ông 
cung tới cơn để, hoặc cơn sói hoặc cây bẩp cải. Nếu ông chở cm 
si, thì cơn đê œ ấn mất cây bấp cải. Nếu ông chờ cây bấp cải, thi 
cơn sối lại ăn thự cơm đề. Chỉ khi nào có mặt ông cùng ở dó thì bạp 


cải ta cơn đệ mở không bị ăn. 


Vậy người nông dân phải chở tất cả qua sông như thế nào? 


Xem câu trả lời ở phân Lời giải và đáp án. 
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Xu Đường 
“¿mg hởng tuyết” có tên gọi ^ ^' 
xố t ti at 0e bông tuyết 
hông tuyết khi nó được tạo 


thành. Để tạo ra một đường bóng tuyết, ta bắt đầu với một 





tam giác đều (hình I). Chia hạ mỗi cạnh của nó. Trên mỗi đoạn 
glữa cúa từng cạnh, dựng một tam giác đều ra phía ngoài tam 
giác ban đầu (hình 2). Tiếp tục quá trình này với mỗi mũi nhọn 
tam giác đều - chía ba các cạnh và vẽ thêm các mũi nhọn mới 
(hình 2). Đường bòng Tuyết được sinh ra bởi quá trình lặp này. 


(Ì) Nn muạc FractaÌ đế biết thêm tường tím. 
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Hình IÏ 


Hình 2 


Hình 3 


Một đặc điểm lạ làng của đường bông tuyết Ìà: điện tích 
của !ựì hữu hạn, nhựng chủ ưí của no băng 0ô cùng. 


Chu vi của đường bông tuyết không ngừng tăng lên đến vô 
cùng. Ná có thể được vẽ trên một mảnh giấy rất nhỏ bởi diện 
tích của né la bữu hạn, chính xác là bằng lý điện tích của tam 
giác bạn đầu. 







Số 0 là số không thể 
thiếu trong hệ số đếm 
của chúng ta. Nhưng khi 

các hệ đếm được phát minh, chúng không bao gồm số Ô ngay 
từ ban đầu. Trên thực tế, hệ số đếm của người Ai Cập cổ đại 
không có, hay không đòi hỏi phải có số Ö, 


— 


SỐ ñ CỦA NGƯỜI MAYA 





SỐ ñ CỦA NGƯỜI HAHYLON 
TY + FY « 
= 7702 = 2(601ˆ + 060) + 2 





SỐ ñ TRÊN BAN TÍNH 


Vào khoảng năm 1700 trC.N, hệ số đếm theo vị trí cơ số 6D 
hình thành. Người Bahylon sử dụng chúng cùng với lịch 3Ö 
ngày của họ. Họ thực hiện những tính toän phức tạp với hệ 
số đó, nhưng không có kí hiệu nào cho sẽ Ô được nghĩ ra. Một 
khoảng trổng được bỏ lại trong con số, rượng trưng cho số Ô, 
Khoảng năm 300 tr.C.N, người Babylon dùng kí hiệu sau cho số Ô: 
PC Các hệ số đếm Maya và Án Độ được phát minh sau hệ số 
đếm của người Babylon., Chúng là các hệ số đầu tiên sử dụng kí 


hiệu cho số Ở với chức năng vừa là số chỉ vị trí hàng, vừa là số Ø, 






Định lí Pappus 
và câu đồ chín 
đồng xu 


Định lí Pabbus: Nêu 
A,B.C là các điểm nằm 
trên dường thẳng Ì, còn 
D, E, F là những điểm 
nằm trên đường thẳng Ï;, thi P, CO, R thẳng hàng. 








Câu đố chín đồng xư: Hãy xíp xếp chi đồng xu Ở tị trí như 
trơng hình uẽ trên (có tất cả 8 đường thẳng, mỗi đường chứa bạ động 


xw) thành hữnh có ]Ò điểmg thẳng, môi dường thẳng chứa ba đồng xúc 


Xem câu trả lời ở phân Lời giải và đáp án. 






Vòng tròn 
ma thuật 
Nhật Bản 






Vòng tròn ma thuật Nhật Bản 
này là tác phẩm của Seki Kowa. 
Ông là nhà toán học người Nhật 
Bản thế kí XVII, người được vĩnh 
danh nhờ khám phá ra một dạng phép tính vi tích phần và các 
phép toán trên ma trận ứng dụng trong giải hệ phương trình. 
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Trong vòng tròn ma thuật, mỗi đường kính bao gồm các số 
có tổng bằng nhau. Phương pháp dùng để tạo vòng tròn này có 
nét giống như phương pháp mà nhà toán hoặc vĩ đại của thế giới 
Eriedrich auss sử dụng để tính rổng 1Ó9 số tự nhiên đẫu tiên. 


Chuyện kể rằng khi Giauwss đang học Trưng học cơ sở, một hôm 
thầy giáo va bài cho cả lớp tính tổng của ]ÒO số tự thuên đâu tiên. 
Tất cả các học sinh khác trong lớp đều căm cụi thêm số tào cột để 
tính tổng theo cách tính truyền thống. Riêng Ciauss thì ngồi suy nghĩ 
Thấy vậy, thấy giáo nghĩ là Clauss đang mở mộng nên Yêu câu cậu 
bé bất tay vào làm bài. Ciauss trả là răng cậu đã giải xmg bài toán. 
Thấy giáo bảo Ciauss trình bày lời giải tà Clauss đã tranh bày cách 
làm của mình. 


_ - 
I+2+3+4+5+.. .+50 +5l+.. .+96+97+98+99+10O 


Gauss ghép cặp các số sao cho tổng của mỗi cặp là lỐI và cậu hé thây 
là có 5Ö cập như vậy. Vì thế, rổng sẽ là 5% x lôi = 5% 
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Vòm trắc địa 
và sự chưng 
cất nước 


Các hình dạng hình hục 
có rất nhiều ứng dụng khác 
nhau vào những tình huống 






trong cuộc sống hàng ngày 
của con người. Ví dụ sau sẽ cho thấy sức mạnh ứng dụng của 
chúng. Trên hòn đảo Symi ngoài khơi Hy Lạp, nơi mà mỗi một 
cụm chưng cất nước hình bán cầu hoạt động bằng năng lượng 
mặt trời cung cấp nước cho 4ÔOO người dân trên đảo, mỗi người 
được khoảng gần 4 lít nước mỗi ngày. 


Sức nóng của mặt trời làm nước biển ở giữa hệ thống chưng 
cất bốc hơi. Sau đó, nước ngọt ngưng tụ ở dưới mái vòm hình 
cầu và lăn xuống các phía bèn cạnh rồi được hứng ở xung 
quanh cạnh của vòm cầu. 


ANH SÁNG MÁT TRƠI 


MAI VÒM TRẮC 
ĐỊA TRƠNG SUỐT 





lóÑ  XIEM VLI Ic^AN HỌC 







Đường xoắn ốc 
- toán học và 
đi truyền 


Đường xoấn ốc là một 
đối tượng toán học hấp 


dân có liên quan đến 





nhiều lĩnh vực trong cuộc 
sống chúng ta, chăng hạn như trong cấu trúc gen, các mô hình 
tăng trưởng, sự vận động, trong thế giới tự nhiên và thế giới 
nhân Tạo. 


Để hiểu được đường xoắn ốc, ta cần nhìn vào sự hình thành 
cú.t nó. Khi một nhóm các khối hình hộp chữ nhật giếng nhau 
được nết với nhau theo chiều dạc, thì một cột hình hộp chữ 
nhật được hình thành. Thực hiện quá trình tương tự với cấc 
khối hình chữ nhật mà một mặt được đặt xiên đi. Khi đó cột sẽ 
uỗñ cong thành một đường tròn. Nhưng nếu một mặc của mỗi 
khối hình chữ nhật bị cắt chéo, thì cột sẽ uốn cong xung quanh 
chính nó và tạo thành một đường xoấn ốc ba chiều. 


Các khốt hình chữ nhàât 
kị cắt chéo tạo thành một 
Mách xoắn kép ADN dườnh xoan ốc ba chiến 





Deoxyribonucleicacil, ADN — nhiễm sắc thể di truyền, được 
tạo thành từ hai mạch xoắn kép ba chiều như vậy. ADN có hai 
cột phan rử đường phôtphat xoắn xung quanh để hên kết các 
đơn vị phân tử xiên lại với nhau, giống như các khối hộp chữ 
nhật bị cắt xièn phía trên. 





NIÊM VLITOAN HỌC {ÓĐ 


Có nhiều loại xoắn ðc. Trên thực tế, cột khối chữ nhật 
thẳng và cột có hình tron có thể coi như là các trường hợp đặc 
biệt của đường xoắn ốc. Các đường xoắn ốc có thể xoắn theo 
chiều kim đồng hè (phía bèn phán) hoặc ngược chiều kim đồng 
hồ (phía bên trái). Đường xoắn ốc theo chiêu kim đồng hồ, ví 
dụ như cái mở nút chai, khi chiếu vào gương sẽ cho ta đường 
xoắn ốc ngược chiều kim đồng hà, 


Hình ánh của các loại đường xoắn ốc 


hiện diện trong rât nhiều mặt cuộc sống, 


¬h 


` 


Cầu thang uốn, đây cáp, ốc vít, bu lông, lò 
XỌ trone mấy sưới, đại ốc, dây thiinng và kẹo 
mút, tất cả đều là những xoắn ốc về bên trái 
hay bên phải. Các đường xoán Ốc nằm hình 


nón được rọt là đường xoấn ốc hình nón, 





z Fư ` Ø - ~“ Z "` ` ˆ -A 
có thể thấy chúng ở các ốc vít, lồ xo giường 


và cầu thang thoái hình xoăn ốc do kiến 


[Tình đạng của trình 
trúc sư rài ba Frank Llovd Wripht thiết kế ở chế prochorite 


Viện Bảo tàng Ciuyeenhein tại New York. 


Trong tự nhiên, chúng ta cũng ñnt thấy rất nhiều đạng 
xoắn Ốc — sừng của các loài như lĩnh dương, cừu đực, kì lần biển, 
động vật có vú; vi-rút; vỎ của ốc sên và các động vật thân mềm); 
trong cíu trúc thực vật cúa thân cây như cuống hoa, bắp ngộ, 
các loại hoa, quả thông, những chiếc l4... Dây rốn của con npười 
cũng là ba đường xoãn ốc xoắn với nhau gym một rĩnh mạch 
và hai động mạch quấn về bên trái, 


Cũng không phải là bất thường nếu các đường xoắn ốc về 
bên trái và bên phải quấn vào nhau. Níệt cặp thực vật như 
vậy là cầy km ngân (quấn về bền trán) và giếng cây bìm bìm 
(quấn về bên phải, bao gồm cả bìm bìm hoa tía trong họ của 
nó). Chúng đã trở nên bất hủ nhờ đại văn hào Shakespeare với 


HÙỦ NIẾM VUI TOÁN HỌC 


vở kịch A Midsưmmer Nights [Xream (Giác mộng đêm he). Trong 
vở kịch, Hoàng hậu Titamia nói với Bottom: “Hãy ngủ đi chàng, 
ta sẽ vỗ về chàng trong vòng tay... Giếng như bìm bìm và kim 


ngân dịu dàng quấn vào nhau”. 


Quả trình vận động cũng là một lĩnh vực khác có sự tham 

h k. Ệ ` - ": _ 1, kị - . „ _" : ” 
gia của đường xoắn ốc. Hinh ảnh về đường xoắn ốc được thấy 
ở lốc xoáy, xoáy nước, mương nước, cách chạy lên chạy xuống 
thân cây của con sóc và dường bay hình xoắn ốc theo chiều kim 
đồng hồ của loài dơi sống ở các động Carlsbad tại New Mexico, 
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Một đây leu Lỗ xo 


Phát hiện về sự liên quan của đường xoắn ốc với phân 
tử ADN giải thích cho sự tham gia của chúng vào nhiều 
linh vực đến vậy. Bản thân các hình dạng khác nhau của 
đường xoắn Ốc và các mô hình phát triển trong tự nhiên 
chịu sự quy định của mã di truyền, vì thể đường xoắn Ốc sẽ 


mãi mãi xuất hiện ngày càng nhiều trong thế giới tự nhiên. 






Đường thần kì 





Vào những năm l9, 
Claude F. Bragdon đã 
khám phá ra cách dùng các ma phương để tạo thành những 
mẫu hình nghệ thuật đẹp mắt. Ông phát hiện ra rằng nếu các 
số trong ma phương được nổi với nhau theo thứ tự liên tiếp 
trong dãy số tự nhiên, chúng sẽ hình thành các mẫu hình thú 
vị có rên gọi là đường thần kì. Thực tế, đường thân kì không 
phải là một đường, mà là họa tiết nhận được sau khi nổi cắc số. 
Khi các họa tiệt này được tô màu sắng tôi, chúng rạo nên một 
số thiết kế rất độc đáo. Vốn là một kiến trúc s nên Brapdon 
đã dùng các đường thân kì do mình khám phá để trang trí kiến 


trúc và thiết kế đề họa của các cuốn sách cũng như vải vóc. 


Đường thần kì ở Lạc 
thư, ma phá tự sớm 
nhất được biết đến. 
Nó xuất hiện ở Trưng 
Quốc uào năm 2200 
trCẦN. 





Ehưmg thân kì ở ma phưng trăm 
l5 của Alhrccht Ì2#rer 









Tât cả chúng ta đêu đã 
quen với rất nhiều hình 
đạng toán học được dùng 
trong kiến trúc như hình vuông, hình chữ nhật, hình chóp và 
hình cầu. Nhưng một số công trình kiến trúc lại được thiết kế 
với những hình dạng ít được biết đến hơn nhiều. Ví dụ nổi 
bật nhất chính là hình paraboloid hyperbolic ở thánh đường 
¬t. Mary trại San Francisco. Thánh đường do Paul A. Rvan, John 
Lựe và các nhà tư vấn kĩ thuật Pier Luigt Nervi ở Rome cùng 
Ptetro Bellaschi tại Viện Công nghệ Massachuset, Mỹ, thiết kế. 
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Thánh đường ®t. Miry 


Tại lễ khánh thành thánh đường, khi được hỏi nếu 
Micheangelo (nhà điêu khắc tài ba của thời Phục hưng) ở 
đây thì ông sẽ nghĩ gì về thánh đường này, Nervi trả lời: 
"Ông sẽ không thể nào tưởng tượng được nó. Mẫu thiết 
kế này xuất phát từ những lí thuyết hình học chưa được 
chứng minh thời đó”. 


Đỉnh của công trình này là một mũi nhọn hình paraboloid 
hyperbolic có thể tích 6Ó420 lít, với các bức tường cao Ốlm so với 
sàn nhà được đỡ bởi bến cột bê tông khổng lễ trải dài 28,65m 
trên mặt đất. Môi cột chịu một khối lượng 4082 tấn. Các bức 
tường lầm từ 168O tấm bê tông được đúc sẵn với 128 kích cỡ 
khác nhau. Kích thước nền hình vuông của thánh đường là 
T(im-x 7m, 


+, 





Mặt baraboloid hy|xrbolc là sé kết hợp của một barabdloid (hình 
tạo Ta khi xoạy một barabdl quanh trực đối xưng của nó] và mnội 
hybehol ba chiều. 

Phiứng trmh của mặt baraboloidl hyperbolic: 
V x z 
bo ai ah>0cz#U 
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Vào nửa sau rhể kỉ XIX, 
xuất hiện một lần sóng 
quan tâm đến lĩnh vực ảnh 
ảo giác. Trong thời kì này, các nhà vật lí và tâm lí học đã viết 
gần hai trăm bài báo mô tả các ảnh ảo giác và lí giải vì sao 


chúng lại xảy ra. 


Anh ảo giác xuất hiện là do cấu trúc mắt của chúng ta, trí 
não của chúng ra hoặc sự kết hợp của cả hai. Những gì chúng 
ta nhìn thấy không phải lúc nào cũng là những gì thực sự tồn 
tại. Điều quan trọng là không nên đưa ra những kết luận hoàn 


toàn TỪ trực giác mà phải kiểm tra bằng những đo đạc thực tế, 





Anh äãu giặc của Zollner 


Chính hình ảo giác trên đã khơi đậy lần sóng nghiên cứu về 
ảnh ảo giác trong thể kỉ XIX. Johann Zollner (1834 - 1833), một 
nhà vật lí thiên thể, một giáo sư thiên văn học (đã có nhiều 
đóng góp trong lĩnh vực nghiên cứu các sao chối, Mặt Trời, các 
hành tỉnh và cũng là người phát mình ra quang kế đã tình 
cỡ nhìn thấy một mảnh vải với hoa văn giếng như vậy. Các 


đường thẳng đứng thực ra là song song nhau, nhưng nhìn vào 
thì có vẻ không phải. Một vài giải rhích có thể đưa ra đối với 
ảnh ảo giác này là: 


l) Sự khác nhau gphầt các góc nhẹn được đặt ở các hiưmg khác 
nhau trên các địđh mg wmẸ. 

2) Độ címg Lồng thạc của mắt 

3) Các doạn gạch chéo đặt thêm tào làm mất của chứng ta hội 


tự tà phân kị, khiến cho các diểng mg vmg trổng lệch di 


Người ta phát hiện ra ảnh ảo giắc có hiệu lực mạnh nhất khi 


các đoạn gạch chéo tạo với các đường song song một góc 43'. 





Anh ảo giác nổi tiếng trên xuất bản năm l6I5 là tác phẩm của 
chuyên gia tế tranh biểm họa W.E. HH Nó thuộc loại ảo giác dao 
động bởi mắt của chứng ta nhì qua lại giữa hai hình — một cụ bà 
tà một phụ nữ trẻ. 


Bạm có thể làm cho các mặt 
màu đen trở thành mặt trên 
hay thành đáy của các khối lập 
phưưđmg được không? 
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Bài toán 
chia ba góc vả 
tam giác đều 


Hình học là lĩnh vực 
luôn phong phú các ý 
tưởng, khái niệm và định 
lí. Thật thú vị khi khám 
phá ra tính chất của một hình học nào đó. Chẳng hạn như lấy 
một tam giác bất kì và chia ba mỗi góc của nó. Sau đó, nghiên 
cứu hình tạo bởi các đường chia ba đó. Bạn nhận thấy điều gì) 





(Ï) 3z thể chap nh tang các chang chỉa bà này lướn tao tuình một tam giác 
Jóng dòng vớ tán tá. bàn đâu, 
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Từ mỗi ngôi nhà cẵẫn phải 
lam ba đường đi tách biệt nhau: 
một đường tới giếng nước, một 





đường tới cối xay lúa và một tới 
nhà chứa củi. Không có hai đường nào giao nhau. Flãy thử xem 
bạn có thê giải được bài toán này không nhé! 





Xem cách giải bài toán ở phần Lời giải và đáp án. 











Charles Babbagc- 
Leonardo da Vịnci 

cúa máy tính 
hiện đại 


Một Leonardo 
đa Vinci của các 
máy tỉnh hiện đại 
chính là Charles 
Babbage (1792 
IÑ7Í), nhã toán học, kĩ sự nhà phát minh người Ảnh. Ngoài 
những phát minh đồng hồ đo tốc độ đầu tiền, các loại mấy 
chính xác, mã hóa và phương pháp để nhận biết đèn hải đăng 
từ những tia sáng của chúng, ông dành hầu hết thời gian của 
cuộc đời mình để tạo ra một chiếc máy có thể thực hiện các 


phép tính toán học và các bảng tính. 


CÍ ` cCÍb 
La Ì h -IỆ 
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Hình mình họa này là một phân mấy vị sắi của Charles Bahbage. ông bất 


đầu xâv dựng nó vào năm 1823 và từ bổ vào năm |42. 


MIỀM VUITOÁNHOC I79 


Mô hình đầu tiên của Babbage về máy ui vú được chế tạo 
với các bánh răng quay tay trên các trục, nó có thể tạo ra một 
bảng số chính phương có 5 chữ số. Sau đó, Babbage thiết kế một 
máy lớn hơn với khả năng lên đến 20 chữ số va có thể in câu 
trả lời trên mộc bản khác đồng. Trong quá trình chế tạo các chỉ 
tiết, ông đã trở thành một chuyên gut kĩ thuật, phát triển rất 
nhiều công cụ và kĩ thuật tiên tiến báo hiệu trfkïc các phương 
pháp hiện đại ngày nay. Ông không ngừng hoàn thiện các chỉ 
tiết, thiết kế và loại bỏ những kết quả cũ. Chú nghĩa cầu toàn 
và trình độ công nghệ thời đó đã cần trở ông hoàn thành sẵn 
phầm cuốt cùng. Sau khi từ hỗ mưiy tí kí, trong ông bắt đầu 
thai nghén ý tưởng làm một có nưty giác tít? — một chiếc máy 
có thể thực hiện bất kì tính toán nào, có khâ nãng nhớ IOOO 
SỐ CÓ năm mươi chữ số, sử dụng các bằng tính từ các thư viện 
của chính nó. so sánh câu trả Ít và đánh gíi không theo các 
chỉ dẫn có sẵn. Các thao tác của mấy dựa vào các bệ phận cơ 
và thẻ đục lò. Mặc đù ý tưởng của ông không thành hiện thực, 
song cầu trúc logic của máy giái tích đã được sử dụng trong các 
Máy tính hiện này. 


Máy giải tích trên thực rế đại chện cho một lớp các mây, 
củnp piống như các máy tí tính ngày nay. Quả thật rất đáng 
ngạc nhiên khi Bakbage hoàn roàn một mình vừa khới xướng 
ý niững mới mẻ này, vừa tự chế rạo, phát triển các dụng cụ để 
xây dựng, thiết kế các bước khác nhau và vừa phát triển những 
lí thuyết toán học cần thiết để lập trình máy. Một công việc phi 
thường! Một mô hình có thể hoạt động được của máy giải tích đã 
được IBM xây dựng để tưởng nhớ công lao của Charles Babbage. 


lkulxige de chế tạo cô máy giải tích Ngoài những đớng góp về tài chính, kiến 
thức sấu rộng tề tín học của cô đã góp phần đáng kể trởng khúi cạmh lập tránh 
nuáy tính cúa vnáy giải tích. Và quấn trợng không kám chấu là tất vá sự hăng 
lưu tà lòng nhiệt tình của cô đối dới công trù của ông, 









Toán học và 
nghệ thuật 
của Hồi giáo 


Phô bày cơ thể con người 
là điều cấm kị của những 






người theo đạo Hồi, chính 





vì vậy họ phải chuyển các 
hình thức nghệ thuật trong trang trí và chạm khảm sang thiết 
kê hình học, đây cũng là một hình thức nghệ thuật lắt mặt 
phẳng. Kết quả là đã hình thành một mối quan hệ nự nhiên 
giữa nghệ thuật và toán học. 


Sự phong phú của các họa tiết được tạo ra miêu tả: 

e® Sự đối xứng. 

œe_ Lát mặt nhẳng, chiếu phản xạ, quay và chuyển địch 
các hình hình học. 


e© Sự hài hòa giữa các họa tiết tối và sắng. 
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Hình trên mình họa sự lắt phẳng", 
chiếu phản xạ, các nhén quay và 
lấy đối xứng. Sự phủ hợp giữa các 
hình sáng và tối cũng thể hiện rõ 
ở thiết kế này, 





Mẫu thiết kế này cho thấy các 
phép tịnh tiến của các hình. 


(l) Luát nền bưởng tức là phí mặt phẳng bằng trật hình cụ thể vai cho không có 
khe hở rào còn vất lại tà chỉng không xếp chẳng lên nhau 










Ma phương s ". Xung 
.. Ma phương rung (Quốc 

Trung Quốc (hình bên dưới) đã có khoảng 

- 400 năm tuổi. C hệ thập phân, 


nó có các SỐ sau: 
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R2 NIẾM VUI TOÁN HỌC 











Võ củng 
và giới hạn 


Hình vẽ dưới đây mô tả các 





đa giác đêu ngoại tiếp. SỐ lượng 





các cạnh đa giác lần lượt tăng 
lên liên tiếp. Ta có thể nghĩ rằng hán kính của chúng sẽ tăng 
mãi mà không bị giới hạn, nhưng trên thực tế, dày bán kính 
tăng này tiến đến một giới hạn gấp khoảng l2 lẫn bán kính 


đường tròn ban đầu. 











¬ 
8k, 


Bài toán về 


đồng tiền giả 


= | biết khối lượng của mỗi 








Có ]Ò cọc đồng tiền bạc, 


môi cọc có mười đồng. Cho 


đông tiên thật và rằng mỗi đồng tiền giả nặng hơn đồng tiên 
thật một gam. Trong số lÔ cọc, có một cọc pm toàn tiễn giả. 
Sử dụng một chiếc cần chính xác đến rừng gam, bạn cần cân ít 


nhất hao nhiều lần để xác định được cọc tiền giả? 


lẤU 





Xem cách giải ở phân Lời giải và đáp án. 


Đền thờ 


Các kiến trúc sư Hy Lạp cổ 


đại thế kỉ V trC.N là những Parthenon 
bậc thầy về sử dụng ảo giác va toan học 


quang học và tỉ lệ vàng trong 





thiết kế của các công trình. Họ nhận thấy rằng các công 
trình được xây dựng thẳng đứng một cách chính xắc trông 
sẽ không thẳng trong mắt chúng ta. Sự biến dạng này là do 
võng mạc của mắt cong khiến cho các đường thẳng ở những 
góc đặc biệt trông sẽ như là cong khi mắt chúng ta nhìn vào. 





Đến thêf Parthenon 


Đền thờ Parrhenon là một trong những minh họa điển 
hình nhất cho thấy cách các kiến trúc sư cổ đại bù đắp sự biến 
đạng gây ra bởi mắt như thế nào. Kết quả là các cột của đền 
thờ Parthenon thực sự hơi cong ra ngoài, các cạnh của nên hình 
chữ nhật cũng vậy. Hình l mô tả hình ảnh đền thờ Parthenon 
mà mắt ta nhìn thấy khi các kiến trúc sư chưa chỉnh cong các 


cột và các cạnh nền. 


Như vậy, bằng việc tạo ra những hù đắp, đến thờ và các cột 
trông thẳng đứng và rất hài hòa về mặt thấm mi. 





Hình I 
Các kiến trúc sử và các họa sĩ Hy Lạp cổ đại cũng nhận 


thức được tỉ lệ vàng và hình chữ nhật vàng” tăng cường biểu 
hiện thẩm mĩ của các tòa nhà và tượng điêu khắc. Họ có kiến 
thức sâu sắc về tỉ lệ vàng bao gồm cả cách xây dựng, cách xấp 
xỉ và cách sử dụng nó để dựng các hình chữ nhật vàng. Đền 
thờ Parthenon minh họa việc vận dụng tỉ lệ vàng trong kiến 
trúc. Hình 2 cho thấy kích thước của đến thờ phù hợp gần như 
chính xác với hình chữ nhật vàng. 
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Hình 2 


(l) Xem mục Hìuh chữ nhật dàng (trang 104) để biết thêm thông tin 










Xác suất 
vả fam giác 
Pascal 


Tam giác được tạo thành từ 
các khối lục giác đều dưới đây 
có thể tạo ra tam giác Pascal 
theo một cách rất độc đáo, 
Những quả bóng từ một bể chứa nằm trên đỉnh tam giác rơi 





xuống qua các vật cần sáu cạnh rồi tập trung lại ở bên dưới. Tại 
mỗi lục giác, khả năng quả bóng rơi sang bên trái hay bèn phải 
là như nhau. Như trong minh họa, các quả bóng phân bế vị trí 
theo các số của tam giác Pascal. Chúng tập trung ở đầy và tạo 
ra một hình chuông có đạng điểmng phản bố chưẩn. Đường cong 
này được sử dụng trong các công ty bảo hiểm để lập ra các tỉ lệ, 
sử dụng trong khoa học để nghiên cứu động thái của các phân 
tử và trong nghiên cứu phân bế dân cư. 
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Pierre Simon Laplace (1749 - 1827) đã định nghĩa xắc suất của 
một hiến cế là tỉ lệ giữa số lượng khả năng mà biến cố có thể 
xây ra với tổng các khả năng có thể có của tất cả các biến cố. 
Vì thế, khi tung một đồng xu, xấc suất nhận được mặt ngửa là 


-l  — số mặt ngĩa cúa một đồng xu 
2 — số lượng tất cả các biến cò có thể xảy ra 


(mặt ngửa và mặt sâp) 


Tam giác Pascal có thể được dùng để tính các tổ hợp khác 
nhau và tổng cộng các tổ hợp có thể. Ví dụ: khi bốn đẳng xu 
được rung lèn trên không, các tổ hợp có thể của mặt ngửa và 
mặt sắp là: 


4 ngửa — NNNN =1 

3 ngửa và Ï sấp — NNNSW, NNSN, NSNN SNNN = 4 

2 ngửa và 2 sấp — NNSS, NSNS, SNSN, NSSN, SNSN, 
SSNN =é 

[ nưửa và 3 sấp — NSSS, SNSS,SSNSSSSN=4 

4 sân - SSSS=1 


Hàng thứ 4 kế từ đỉnh của tam giác Pascal (đỉnh tam giác coi 
là hàng thứ ©) chỉ ra các kết quả có thể này L4 6 4 1 
Tổng các số này là tổng cộng các kết quả có thể =l + 4+6+ 
4+ 1= 16. Vì vậy, xác suất để có 3 ngửa và [ sấp là: 


^“ ' ~ + ^2 ° ¬ J3 ` Sử 
4_ — số lưựng tổ hợp có thể của 3 ngứa và Ì sắp 
-? ~“ - „s. “ ^? »” 
l6  -— tông số các tổ hợp có thể xấy ra 


Với những rô hợp lớn khi khai triển tam giác Pascal rất 
công kênh, thì còng thức nhị thức Newton được sử dụng. Mỗi 
hàng của tam piác Pascal chứa các hệ số trong khai triển nhị 
thức (a + b)n. Ví dụ: để tìm các hè số trong khai triển của 
(a + b)?, người ta nhìn vào hàng thứ 3 kể từ đỉnh tam giác 
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Pascal (đỉnh được coi là hàng thứ Ó, tức là (a + b}Ð = D. Tại 

đòng thứ 3 ta thấy l 3 3 Ij chính là các hệ số trong khai triển 
la3 + 3aA2b + 3ab2 + Ib3 = (a + bì). 


Cồng thức nhị thức có thể áp dụng cho hàng thứ n của tam 
miác Pasecal 


Công thức nhị thức: 


(a + bị” =a” + Rap) + RA a2Ð2) +... + bn 





hệ số thứ r là nÌ 
rln =P)! 


Số lượng các tổ hợp r phần tử của tập có n phần tử là: 


€ (nr) = : 


5JEREST 


Nếu chọn 3 phần tử trong số IC phân tử, thì số các cách 
chọn có thể là: 


C (0,3) = JÔ! — c. IÔx9JxÐX/XÔX2X‡XJX“XỈ lạ 


¬————————~—-- 


3(0ö- 3)! 3x2xlx7xÊxŠ5xX4x3x2v] 


Có 120 cách chọn 3 phần tử từ lÊ phần tứ hoặc bạn cũng 
có thể xem ở hàng thứ IO của tam giác Pavcal. 
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Đường thân khai x.Í—-e 


đây thừng hị cuộn hoặc bị tháo cuộn quanh một đường cong 
(ở đây là đường tròn) thì đầu mút của nó sẽ mê trả mộc đường 
thân khai. Rất nhiều hình ảnh về đường thân khai xuất hiện 
trong tự nhiên, ví dụ như đầu lá cọ, mỏ chím đại hàng hay vậy 
lưng cá mập. 
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Ngũ giác, 
hình sao năm 

cánh và tam 
giác vảng 


Từ mệt ngũ giác đều 
có thể tạo ra hình sao năm 
cánh bằng cách nối các 
đường chéo của ngũ miäc với 
nhau. [rong hình dạng của 
sao năm cánh có xuất hiện 
những ram gLtc vàng. Chúng 
cha các cạnh của sao năm 


cánh thành các tỉ lệ vàng. 





Tam giác vàng là tam giác cần có góc ø đỉnh là 26” và hai 
góc đáy là 72 Tỉ lệ ma cạnh bên và cạnh đáy của nó là tỉ lệ 
vàng. Khi góc đấy của nỏ được chia đôi thì đường chía đôi sẽ 
chia cạnh đối điện thành tí lè vàng và tạo ra thêm hai tam giác 
cần nhỏ hơn. 


NIỂM VƯI TOAN 19C — 19Ị 


Một trong hai tam giác này đồng dạng với tam giác bạn đầu. 
Tam giác còn lại có chức năng như là vật tạo ra đương xoắn ôc. 


Tiếp tục quá trình chỉa đôi góc đáy của tam giác vàng mới, 
ta sẽ nhận dư: một đây các tam giác vàng và hình dáng của 


một đường xoắn ốc đăng giác" 


'Re= tỉ lệ vàng, Ø =+5), 1,6180339... 


_ — —-— na -— ———-———- 


(1). Xem mục Hình chữ nhật càng (trang D34) để biết thêm vệ đường xeim 
óc đẳng giác. 








Ba người đàn ông 
đứng trước 
bức tường 






Ba người đàn ông 
đứng xếp hàng thành 
một đường thẳng vuông 
gðócC với mỘt bức tường. 
Họ đều bị bịt mắt. Sau đó, mỗi người được đội một chiếc mũ 
lấy từ một túi gồm ba mũ nãu và hai mũ đen. Ba người đàn ông 
được cho biết về thông tin này. Sau đó, các khăn bịt mắt được 
tháo ra. Người ta hỏi mỗi người đần ông xem ông ta đang đội 
mũ màu gi. 





Người đàn ông đứng xa tường nhất, có thể nhìn thấy hai 
người đứng trước ông ta, trả lời: “Lõi không biết tôi dưng đội mũ 
màu gì”. Người đứng giữa sau khi nghe thấy câu trả lời đầu tiên 
và nhìn thấy người trước ông ta cũng nói tương tự. Người thứ 
ba, chỉ có thể nhìn thấy bức tường, nhưng sau khi nghe hai 
người kia nói đã trả lời: 


“Tôi biết tôi đội mũ màu gì rối” 


Ông ra đang đội mũ màu gì vậy? Và làm cách nào để ông 
ta biết điều đó? 


Xem cách giải ở phần Lời giải và đáp án. 


Sai lầm hình học 


Nếu một hình 
vuông được 
tạo thành 
bằng cách lấy tổng của hai số Fibonacci liên tiếp bất kì làm độ 


và dấu số Fibonacci 





đài các cạnh của nó, thì sai lẫm hình học xảy ra sẽ rất thú vị. 
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Ví dụ: 
L) [Dùng hai số Fibonacci liên tiếp là 5 và 8. 
2) Vẽ một hình vuông l3 x l3. 


3) Cát hình vuông này như trong hình minh họa rồi tính 
diện tích của hình vuông và diện tích hình chữ nhật. Điện tích 
hình vuông lứn hơn diện tích của hình chữ nhật là I đơn vị. 


4) Thử làm tưởng tự với hai số Fibonacci là 2l và 34. Trong 
trường hợp này, điện tích của hình chữ nhật lớn hơn điện tích 
của hình vuông Í đơn vị. 


Sự khác nhau | đơn vị này sẽ thay đổi giữa hình vuông và 
hình chữ nhật tùy thuộc vào hai số Fibonacci được sử dụng!" 


(lÌ [Öãy cúc t lệ tạn thành tự các số Filxmueci liên nếp LÍ, 2/1, 3/3 S3 N5, D/R 
“th thưy đối la hơn và nhỏ hơi xà tứ tỉ lệ càng, Cái hạn của dãy xố nuấy 

tì : bo s2 (Ì+ vã) h— Ầ l 

chmh Ìù gíi trị với tr lỆ tảng 2——, Để biết thêm thàng thì, hạn hãy xem rực 


Hìmh chữ nhật uảng (tran 04). 
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Ngày nay, chúng ta coi mê cung 
như là một câu đổ giải trí nhưng vào 
thời xưa, mê cung luôn gợi lên sự huyền bí, nguy hiểm. Người 
ta hoàn toàn có thể lạc lối vì lắng túng trong những con đường 
quanh co rắc rối, hay cũng có thể chạm trắn với những quái vật 
ẩn nấu trong lãnh địa mê cung. Thời xưa, các mê cung được xây 
đựng để bảo vệ các pháo đài, Những kẻ xâm lược buộc phải đi 
qua một quãng đường dài trong mê cung nên rất dễ bị phục kích. 


Các rmaề cung đã xuất hiện ở rất nhiều nơi trên thế giới qua 
nhiều thế kỉ: 

e© Nhưng hình chạm trên đá ở Rock Valley, lrekmd, vào 

khoảng năm 2000 tr(C`N. 

® Mê cưng Mimoan ở đảa Crù, Hy Lạp, uào khoảng năm 
l6ÀO trC`N. 
Những day rrữ Alls, Pomben, Scandlimavia, ltahy. 
Mê cưmg bằng củ Ở xử VWales và ở mukk Anh. 
Các bộ mê cưng khẳm trên nền nhà của các nhà thờ châu Âu. 
Mê cứng trên nhưng tấm vải dệt ở châu Phí 
Những hình chạm trên đá của người Ấn Độ Hobi, Ariơna. 


Ngày nay, mê cung là mối quan tâm đặc biệt trong lĩnh vực 
tâm lí và thiết kế máy nh. Trong nhiều thập kỉ các nhà tâm 
lí đã dùng các mê cung để nghiên cứu hành vi học tập ở động 

'ật và con người. Những rô bốt trên mấy tính đã được chế tạo 
để giải các bài toán về mê cung như một bước khởi đầu trong 
quá trình chế tạo những máy hướng dẫn học tiên tiến hơn. 


Khu vườn ở cung điện 
Hamipton Court nước Anh, 
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Tô-pô là lính vực toán học nghiên cứu các mê cụng như 
một nhánh của đồ thị (giải các bài toán bằng phương pháp 
đồ thị). lhữmg cong Jordan vàn thường bị nhầm thành mè 
cung. Trong rô-pô, chúng ta biết rằng đường cong Jorđan là 
một đường tròn đã bị xoắn lại hoặc bị uốn vào trong hay vòng 
quanh mà không tự cắt chính nó. Nó có phần bên trong và bên 
ngoài giếng như đường tròn, đây là điểm khác với mê cung. Vì 
vậy, cách duy nhất để đi rừ bèn trong ra bên ngoài của đường 
cong Jordan là đi qua chính nó. 


Vì các rô-bết đã được dùng để giải các mê cung nên các 
phương pháp có hệ thống phải được nghĩ ra để giải mê cung. 


Các phương pháp giải mê cưng: 


(Ð Đối với một mê cung đơn giản, bạn hãy tô đậm những 
lối cụt và vòng lặp mà bạn nhìn thấy. Các lối còn lại sẽ dẫn 
đên mục tiêu. Sau đé, chọn con đường ngắn nhất, Nếu mẽ cung 
phức tạp, phương pháp này sẽ rất khó áp dụng. 


(2) Đì qua mê cùng và luôn giữ một cay (bên phải hoặc bên 
trái) chạm vào tường. Phương pháp này rất đơn giẫn, nhưng 
không: ấp dụng được với tất cả các mê cung. Các mè cung ngoại 
lệ là: (a) các mê cung có hai cửa và một đường nối hai cửa với 
nhau mà đường đó không đi qua mục tiều, (b) các mê cung với 
các đường ởi có vòng lặp hoặc bao quanh mục tiêu. 


(3) Nhì roán học người Pháp MI Trếmaux đã nghĩ ra một 
phương pháp chung để giải bất kì một mè cung nào. 
Các bước giải mê cưng: 


(a) Khi bạn đi trong mê cung, hãy vạch liên tục một đường 
về phía bên phải. 


(b) Mỗi khi bạn đến một điềm giao giữa các đường, hãy 


chọn hất kì một lỗi nào mà bạn thích. 


(c) Nếu trên con đường mới, bạn gặp lại một điểm giao cũ 


hoặc ngõ cụt, hãy quay trở lại đường mà bạn vừa đi tới đó. 


(d) Nếu khi quay trở lại đường cũ, bạn lại gặp một điểm 
tao cũ thì hãy rẻ sang đường mới nếu có. Nếu không, 


hãy đi lại một đường mà bạn đã qua. 
(e) Không bao giờ đi vào đường đã được đánh dâu ở cả hai phía, 
Mê cung này xuất hiện trên một tấm chăn Navalo. 


Phương pháp này được cho là thành công, nhưng có thể mất 
hơi nhiều thời gian. 


(Cho dù là ở LFOIE CUỘC sõng hay chị được Vẻ Ta bởi THÔI cầy 
bút rrong tay, cắc mẽ cung vẫn riếp tục thách thức, kích thích 


trí tò mò và cho chúng ra những giây phút giải trí lí thú. 
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WATERLOO ROAD (ĐƯỜNG WATERLOO) 
Mê cung về thành phổ London này xuất hiện trên tạp chí The Ñramd 
Mlapazme vào thàng tí nầm I9Ó5 cùng với chỉ dẫn sau: "Một ngiđ§ 
khách dụ lịch muểm di táo Waterksra Read và mục đích của amh ta là di 
đến Thanh điểmng & Paul mà không phải dị qua bật kì hạ rỉ chẩn 
ưng nào trên cúc cơn đhiểmg đang gáu chữa”. 










Bàn cờ đam 
Trung (Quốc 


Hinh vẽ sau minh họa 
một phần bàn cờ đam 
của bàn tính Trung Quốc. 
Người Trung Quốc là những người đầu tiên nghĩ ra một hệ 


thống quy tắc dùng để giải các hệ phương trình. 


Họ se đặt các hệ số vào bàn tính, sau đó ấp dụng các quy 
tấc dựa vào ma trận để giải bài toán. 
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z 
Các giao tuyên ———— 
của mặt nón TẾ mi HN, Đà: 

: chúng ta cảm thấy thật 
khó hiểu khi các nhà 
toán học theo đuổi một vấn đề hay ý tưởng chỉ đơn giẩn vì nó 
thú vị hay gợi trí tò mò. Cùng nhìn lại các nhà tư tưởng Hy Lạp 
cổ đại, chúng ta thấy họ nghiền cứu các ý tưởng hết mình mà 
không quan râm đến tính thiết thực của chúng, họ nghiên cứu 
chỉ vì chúng đầy bứng thú và thách thức. Trường hợp các giao 
tuyến của mặt nón cũng Vậy. 


Mối quan tâm đầu tiên của các nhà toán học về những 
đường cong này là dùng chúng để giải ba bài toán dựng hình 
thời cổ đại — cầu phương hình tròn, nhân đôi hình vuông và 
chia ba một góc. Các bài toán này khỏng có giá trị thiết thực 
vào thời đó, nhưng chúng đầy thách thức và khích lệ tư duy 
toán học. Thóng thường, ứng dụng thực tế của một ý tưởng toán 
học không biểu hiện ngày trong nhiều năm. Các giao tuyến của 
mặt nón tạo ra rrang suốt thế kỉ thứ HII trCN đã cho các nhà 
toán bọc thế kỉ XVII những nền tảng để bắt đầu thành lập 
nhiều lí thuyết khác nhau có liền quan đến các đường cong, 
Chàng hạn như Kepler đã dùng clip để mô tả đường đi của các 
hành tỉnh, còn Ơalileo thì tìm ra đường parabol phù hợp với 
chuyển động của các viên đạn bắn ra trên trái đất, 


Hình vẽ ở trang I99 minh họa cách một mật phẳng giao với 
mặt nón đẻ tạo ra đường tròn, clip, parabol và hypebol 


Cầu hỏi: Mặt phẳng phải cắt mặt nón như thế nào để tạo ra 
^ ` + ' ` ki E4 ^ r ỬŸ? 
một đường thắng, hai đường thẳng cắt nhau, hay một điểm) 
Có rật nhiều sự vật hiện tượng trang vũ trụ là hình ảnh của 


các đường cong này, Một ví dụ hấp dân và có giá trị đương thời 
chính là sao chổi Halley. 


Năm 1704, Edmund Halley đã tìm hiểu vẻ quỹ đạo của rất 
nhiều sao chổi khác nhau từ các dữ liệu có được thời đó. Ông 
kết luận rằng các sao chổi năm 1682, I60/, 1331, 14% thực chất 
chỉ là một sao chổi quay quanh mặt trời theo đường clip với chu 
kì khoảng 76 năm. Ông đã dự đoán thành công sự trở lại của nó 
vào năm 1758, thế là người ta gọi sao chổi này là sao chối Halley. 
Những nghiên cứu gẫn đây cho rằng sao chổi Halley có thể đã 
được người Trung Quốc ghi lại ngay từ năm 24Ó trCN. 



















Ví dụ về các đường cong trên trong vũ trụ 
Parabol: 

e Hình vòng cung của tia nước phun ra. 
e Hình dạng ánh sáng của đèn chớp trên một bề mặt phẳng. 
Elin: 

® Cuï đạo của một số hành tỉnh và sao chổi. 

Hypcboi: 

e® Đường đi của một số sao chổi và các vật thể thiên văn khác. 
Đường tròn: 

® Các gợn sóng trên mặt biển. 

® Các quỹ đạo tròn. 

® Bánh xe. 

e® Các vật thể trong tự nhiên. 










ˆ, “ 
Chân vịt | XrcÌ des kÌ 
| ° ' (hân vi Archimedes khi 
Archimedes FT ức si ngex- này 
chmn vao I(rONE HƯỚỢC Và QUAY 


có thể bơm nước lên cao. 


Ngày nay, nó vẫn được dùng trong tưới tiều ở nhiều khu 
vực trên thế giới. 





Archimedes (287 - 2l2 tr(}N) là nhà toán học, nhà 
phát mình người Hy Lạp. Ông đã tầm ra qua tắc đìm bẩy 
tà ròng rọc. Những khám phá của ông đã dân đến việc 
phát rrưnh ra các máy móc có khả răng vận chuyển các 
uật nặng một cách dễ dàng. Ông trưổi tiếng tới phương 
pháp so xinh các thể th bằng cách nhân chìm các tật 
tảo trơng mi - thủy tĩnh - sự nổi - sử dụng các ý tưởng 
uê tí tích phân - phát mình ra máy lãng đá - phát mình 
ra gương cầu làm dể tập trưng ảnh xing mặt trừi. 


22 /IÉM vI1 TUẠN HỘ" 











Áo giác 
quang học 
bức xa 


Áo giác quang học tạo ra 
bởi trí não, mắt chúng ta, hoặc 
cả hai, Ví dụ: khì ta nhìn vào 
một vùng có cá các vật thẾ sáng 
và tôi thì do các chất lóng trong mắt chúng ta khòng hoàn 
toàn trong suốt nên ánh sấng phân tấn ra khi đt qua vẽng 
mạc ở phía sau mắt (đây là nơi mắt kiềm tra ánh sáng). Kết 
quả là, ánh sáng chói hoặc các vùng sáng sẽ trần lên trèn 
các vùng tối của hình ảnh trên võng mạc. Vì vậy, vùng sáng 
trông sẽ lớn hơn vùng tối có cùng kích thước (xem hình minh 
họa). Điều này giải thích vì sao quần áo tối màu, đặc biệt là 
trau đen, lầm cho bạn trông mảnh mai hơn so với khí bạn 
mặc cùng mẫu quần áo đó nhưng màu sáng hay trắng. Ảo 
tiếc nầy được gọi là sự chiếu bức xạ, do Herman L F. von 
Hclmholrz khám phá vào thế kí XIX. 





NIÉM VUI TOÁN HỌC 2ÔÕ3 











Định lí 
Pyuthagoras và 
Tống thống 

Garfield 


Tổng thống James Abram 
Garfield (1831 — 1881), vị tổng 
chống thứ 2Ô của nước Mỹ, 
râr quan tâm đến toán học. 
Nam I8/6. khi đang là nghị sĩ Hạ viện, ông đã khám phá ra 
một chứng mình thú vị của định lí Dythagorast" Neu Engband 
J]ownadl oƒ Educatem (Tạp chỉ Cháo dục Anh) đã cho đăng chúng 
minh này. 


Á 2 B 








l) Xem mui Định  Pwlugeras (trang 5), 


204 *x!Ƒ3*1VUI TOAN HÓC, 
Chứng minh của ông dựa vào hai cách tính diện tích hình 
chang: 
+ PA ⁄ ` I ˆ! . Z .Ã 
Cách (U: điện tích hình thung = " (tổng hai cạnh äáx) (chiều cá) 


Cách (2} chia hình thàng thành 3 tam giác vuông cà tính điện 


tích của 3 tam giác tung này. 


Chứng mình 





HDìmg hình rhang ABCT với AB // DỌC, các góc C và 
B là góc vuong, các độ đài được kí hiệu (xem hình vẽ) là 
a bvàc. 


Tính diện tích hình thang bằng hai cách trên. 


Diện tích theo cách (I) = diện tích theo cách (2) 


] 

;ia+b)la+h) = ? (ab) + $ (ab) + + (cc) 
(a+b)(a+b)  =ab+ah+c 

aˆ + 2ab + bí ¬ 

qử + bˆ — C 


(Điều phải chứng minh) 
L 










Nghịch lí 
bánh xe của 
Aristotle 


Xét hat đường tròn đồng 





tàm trên bình xe trong hình 
mình họa, Bánh xe di chuyên 
từ A tới B khi nó quay được 
một vòng. Chú ý rằng | AB | bằng chu vi của đường tron lớn, 





Liệu có phái vì đường tròn nhỏ cũng quay một vòng và ởì được 


AB | không? 








một đoạn | XB | nên chu vì của nó cũng là 


Giải thích của Galileo vẻ nghịch lí bánh xe của Ảristotle 

Gialleo phân tích bài toán bằng cách xét hai hình vuông 
đồng tâm trên một bánh xe “vuông”. Khi hình vuông nay lật 4 
lần, (Pầng vơi chu vị của bánh xe vuông, | AB |) chúng ra thấy 


rằng hình vuông nhệ chỉ lật 3 lần. Điều này giải thích cách 


AB 





đường tròn nhỏ lăn đọc theo khoảng cách | AB | và vì sao 


không bằng chu vi của nó. 













Quần thể 
đá chồng 
Stonehenge 


Trên vùng đồng bằng 
Salishury ở Anh sừng sững 
một quần thể đá chồng 
đáng kính ngạc được biết 
đến với cái tên Stonchenge. Nó được dựng vào khoảng năm 
2700 tr.C.N, vòng trön cuối cùng trong ba vòng đã hoàn thành 
vào năm 20O0 trC.N, 


—.= 
Z1 
Ấh ụ J 





Người ra xây dựng Stonehenge làm gì? Nó cô ý nghĩa gì với 
những nhóm người khác nhau, những người đã sử dụng và phát 
triển nó? Liệu nó có phải là: 

Một đền thờ tôn giáo? 

® Một đài quan sát mặt trăng và mặt trời khi hoàng hôn 
lúc đông chí và khi bình minh lúc hạ chữ 
Một lịch âm lịch) 

e Một máy tính nguyên thủy để dự đoán nhật thực và 

nguyệt thực? 


[› không có bất kì tài liệu ghỉ chép nào của những người 
xây dựng và sử dụng Stonehenge nên chúng ta không có cách 
nào biết được mục đích thật sự của nó là gì. Từ rất ít những dấu 
tích còn lại, tất cả những lí thuyết đều chỉ là suy đoán. Nhưng 
có một điều rõ ràng, đó là những người xây dựng né đã rất hiểu 
biết về đo đạc và hình học. 









Có bao nhiêu 
chiẻ u2 Nghệ thuật không ngừng 

r biển đối từ những hình vẽ 
| _= trên hang động thời cổ xưa, 
biểu tượng của Đế chế Đông La Mã, cho đến các họa sĩ thời 
Phục hưng và các họa sĩ trường phái ấn tượng, những người 
miêu tả các vật thể tổn tại trong không gian hai chiều hoặc ba 
chiều. Các họa sĩ, các nhà khoa học, các nhà toán học và các 
kiến trúc sư đã phát triển những hình thức thể hiện của riêng 
mình về hình ảnh mà họ cho rằng các vật thể sẽ hiện ra trong 
không gian bến chiều. Ví dụ: hình vẽ bến chiều của hình lập 
phương, được gọi là sêu lập phuẩmg, tác phẩm của kiến trúc sư 
Claude Bragdon năm 1913. Bragdon đã kết hợp chặt chẽ hình 
siêu lập phương với các thiết kế bến chiều khác vào trong các 
tác phẩm của mình, chẳng hạn như tòa nhà Phòng Thương mại 
Rochester, Mỹ. 


Siêu lập phương 
của Claude Brapdon 





Sự tồn tại của các chiều không gian lớn hơn không gian thứ 
ba luôn là một ý niệm hấp dẫn. Theo một quan điểm toán học, 
khả năng tổn tại của các không gian lớn chiều hơn tuân theo 
một quá trình suy luận logic. 


Ví dụ: Bắt đầu từ một vật không chiêu, một điểm, chúng ta di 
chuyển điểm đó một đơn vị về bên phải hoặc bên trái, kết quả 


một doan thẳng được hình thành. Đoạn thẳng sẽ là một vật thể 
một chiều. 


Dị chuyển đoạn thẳng một đơn vị lên trên hoặc xuống dưới, 
ta sẽ có một hình vuông, Hnmửi tuông sẽ là vật thể hai chiêu. 
Tiến hành tương tự, lấy hình vuông và di chuyển nó vào hoặc 
ra một đơn vị, ta thủ được một hình lập phương — một vật thể 
ba chiếu. Bước tiếp theo là bằng cách nào đó hình dung cách 
đi chuyển hình lập phương một đơn vị theo hướng của chiều 
không gian thứ tư và tạo ra một siêu lập phương. Tương tự như 
vậy, người ta có thể nhận được su cáu¿, một hình cầu 4Ð (bốn 
chiều). Nhưng toán học không chỉ đừng lại ở chiều thứ tư, mà 
còn xét đến chiếu thư n. Các mẫu hình toán học đáng kính ngạc 
đã xuất hiện khi dữ liệu liên quan đến các đỉnh, cạnh và mặt 
của các vặt thể nhiều chiều khác đư thu thập và sắp xếp lại. 





Siêu lập phàwmp 


Khả năng tồn tại của chiều thứ tư thu hút sự quan tâm của 
rất nhiều người. Các họa sĩ và các nhà toản học đã cế gắng 
tưởng tượng để vẽ nên hình ảnh của các vật thể trong chiều 
thứ rư. Siêu lập phương chính là đại diện bến chiểu của hình 
vuông. Một hình lập phương trên giấy được vẽ trong phối cảnh 
để ám chỉ đặc điểm chiều thứ ba của nó, Vì vậy, một siêu lập 
phương trên giấy là phối cảnh của một phối cảnh. 














Máy tính và R 

® ^ ^ ° H 
chiều không gian sinh vật ba chiểu, có 
thể dễ dàng tưởng 


tượng và hiểu ba chiều không gian đầu tiên. Mặc dù các chiều 


người một 


không gian theo toán học có thể tổn tại với hơn ba chiều, 
nhưng thật khó để chấp nhận thứ gì đó mà chúng ta không 
thể nhìn thấy hay tưởng tượng ra. Vì vậy, các máy tính bắt đầu 
được sử dụng để giúp chúng ta hình dung những chiều không 
gian lớn hơn. Chẳng hạn, Thomas Banchoff (một nhà toán học) 
và Charles Strauss (một nhà khoa học máy tính) tại trường Đại 
học Brown, Mỹ, đã dùng máy tính để tạo các hình ảnh động 
của một siêu lập phương chuyển động vào và ra một không 
gian ba chiều, từ đó phi lại các hình ảnh khác nhau tại các 
góc độ khác nhau của siêu lập phương trong thế giới ba chiều. 
Điều này tương tự như một hình lập phương (tức một vật thể 
ba chiều) đi xuyên qua mặt phẳng (thế giới hai chiều) theo các 
góc khác nhau và ghi lại hình các mặt cắt nó tạo ra trền mặt 
pháng. Tập hợp các hình này sẽ giúp ta đưa ra một bức tranh 
tốt hơn về hình ảnh hai chiều của một vật thể ba chiều. 

Hình munh họa cho thấy các hình ảnh khác nhau 

của hột rrặt câu phì lại trên mặt phẳng khi nó 

Äi qua luặc gưu vặt phẩng, tức là chiều không 


gkưi thứ luu, Tướng tự như dậy, dầu lập phưng 
Ẳi qua khớng pm, túc là chiêu kháng giam thứ ba, 





Ngày nay, chúng ta đã có kĩ thuật hai chiều để vẽ các vật thể 
ba chiều. Các kĩ thuật tạo ảnh ba chiều đang được thương mại hóa 
trong quảng cáo và đồ họa. Có lẽ trong tương lai, kĩ thuật ba chiều 
sẽ được phát triển và sử dụng để rạo ảnh vật thể bốn chiều. 


Bạn đã bao giờ nghĩ rằng ngay cả người bạn thân nhất của 
bạn cũng có thể là sinh vật bốn chiều, nhưng hiện ra trước mắt 
bạn dưới dạng ba chiều? 






Dải Möbius kép 





Tâ-bô là lĩnh vực nghiên 
cứu các tính chất của một 
đối rượng nào đó mà không thay đổi khi đối tượng bị biến dạng 
(ko giãn hoặc có lại). Không giống hình học Euclid, tô-põ 
không quan tâm đến kích thước, hình dạng hay các vật thế rấn. 
Về cơ bản, nó nghiên cứu các vật thể co giãn, đó chính là lí do 
vì sao nó còn có tên gọi là hình học “mưếng cao s, Dâi Möbius 
được nhà toán học người Đức Augustus Möbius tạo ra vào thế 
kỉ XVH và là một trong những đối tượng nghiên cứu của tô-pô. 
Bằng cách lấy một dải giấy, xoắn nó một nửa vòng rồi dân hai 
đầu lại với nhau, dải Möhbius sẽ được hình thành. Dải Möbius lôi 
cuốn hởi nó chỉ có một mặt. Bạn có thể lấy bút chì vẽ một đường 
trên toàn bộ bề mặt của nó mà không cần nhấc bút chì lên. 





Cờ chúng ta hãy cùng xét đến dại Mobi kép. Nó được tạo 
ra khi lấy hai dải giấy, đêng thời xoắn mỗi dải một nửa vòng 
rồi đán các đầu lại với nhau. Các vòng giấy thu được sẽ là hai 
dải Möbius lồng vào nhau. Nhưng chúng là gì? 


- Bạn hãy làm thử mô hình này và kiểm tra nó xem sao. Lấy 
đầu ngón tay chạy giữa hai vòng giấy để xem chúng có thực sự 
lồng nhau hay không. Lấy bút chì và vẽ một nét đọc theo một 
trong số hai dãi cho đến khi bạn quay lại điểm ban đầu đặt bút 
vẽ. Điều gì đã xảy ra! 


Và điều gì sẽ xảy ra nếu không cho hai vòng giấy lồng vào 
nhau nữa! 











Đường nghịch - 
đường lấp đầu 
không gian 


Đường cong thường 
được cơi là một chiều 
và được tạo thành từ 

các điểm, quy ước là có 
không chiều. Với những định nghĩa này, có vẻ như là mâu 
thuần khi một đường cong có thể lấp đầy một không gian. Các 
đường cong Euclid là phẳng. Các nhà toán học thời kì Euclid 
đã không nghĩ rằng chúng có thể được tự sinh ra chính mình 
theo cách sau đây: 





n. mm. 
z : SP) cbi8: 


He 


lót Si TU 
NESỆ 





Ví dụ trên chỉ ra các bước mà đưỡng cong lấp đây không gian 
sẽ bao phủ toàn bộ không gian của một hình lập phương bằng 
cách không ngừng tự sinh ra mình theo cách đặc biệt đã minh 
họa [rang hình. 






Bàn tính 





Thường được gọi là máy 
tính thời cổ đại, bàn tính là 
một trong những công cụ tính toán lâu đời nhất được biết đến. 
Chiếc máy tính cổ đại này đã và đang được sử dụng tại Trung 
Quốc và các nước châu Á khác để cộng, trừ, nhân, chia, tính 
bình phương và căn bậc ha. Có rất nhiều loại bàn tính. Chẳng 
hạn như bàn tính của người ` rập có mười hạt trên mỗi dây và 
không có thanh ở giữa. Lịch sử cho thấy ngay cả người Hy Lạp 


và La Mã cổ đại cũng dùng bàn tính. 


Bàn tính của người Trung Quốc bao gồm mười ba pióng 
có xiên các hạt được ngăn bởi một thanh ngang. Mỗi pióng có 
năm hạt ở dưới thanh ngang và hai hạt ở trên, Môi hạt ở trên 
thanh ngang có giá trị tương đương với năm hạt ở dưới thanh 
ngang cùng gióng với nó. Ví dụ: một hạt ở trên thanh ngang 
trong gióng thứ mười có giá trị là 5 x lÙ = 5%. 





Cúc hạt ở hàn tỉnh này dang thể hiện số 19&. 










Toán học và 
đệt vải 





Làm cách nào mà các 
đối tượng toán học lại hiện 
điện trên các rấm vải đệt? 


Có phải người thợ đệt đã cổ tình phân tích hoa văn theo 
cách nhìn toán học! 


Tìm hiểu các mẫu dệt dưới đây, người ta thấy rất nhiều khái 
niệm toán học xuất hiện trong đó; 

e Các đường đối xứng. 

e®  Lát mặt phẳng. 

e® Các hình hình học. 

s 


Các vật đồng dạng. 
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rắn 
xấu 
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Hoa văn Potawatomi ở Ấn Độ 


H: văn ở Công-gò 


Bạn hãy tìm các ý tưởng toán học trên trong các hoa văn 
đệt vải ở hình minh họa. Bạn có thể tìm thêm được các ý tưởng 
toán khác không? 






Số Mersenne 





Vào thế kỉ XVH, nhà 
toán học người Pháp Marin 
Mersenne đã công bổ một số nguyên tế có 69 chữ số nhưng 
chưa có chứng minh. Thắng 2 năm 1984, một nhóm các nhà 
toán học đã lập trình thành công máy tính Cray (có khả năng 
kiểm tra một loạt các số cùng một lúc) để giải bài toán 3Ô tuổi 
này. Sau 32 giờ l2 phút máy tính tỉnh toán, ba ước số của số 
Mersenne đã được tìm ra. Thành công này đã làm các chuyên 
gia mã hóa phải lo lắng, bởi nhiều hệ thếng mã hóa dùng số có 
nhiều chữ số khó phân tích thành nhân tử để mã hóa những 
bí mật và giữ cho chúng an toàn. 
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Phân tích một số thành nhãn tử tức là phân tích nó thành 
tích của các số nguyên tố bé hơn. Đây là việc đơn giản với 
những số bé và có thể làm bằng cách thử tất cả các số nguyên tế 
nhỏ hơn để xem chúng có phải là tước số hay không. Những số 
lớn đòi hỏi các phương phấp toán học khác. Số lượng các phép 
tính cần thiết để phân tích một số thành nhân rử răng theo cấp 
số mũ khi số đó tăng lên. Ngay cả chiếc máy tính có thể thực 
hiện một tỉ phép tính trong một giây cũng phải mất vài nghìn 
năm để phân tích một số có 60 chữ số bằng phương pháp trên. 

Từ 1985 - 19&, Roberr Silvernam (Lập đoàn Mitre, Bedford, 
MA) và Peter Montgomery (Tập doàn Santa Monica, CA) đã 
phát triển một phương pháp phân tích thành nhân tử sử dụng 
máy vi tính thay vì các máy tính đặc biệt chế tạo chỉ để phân 
tích các số hoặc máy Cray đắt tiền. Phương pháp của họ nhanh 
và rẻ. Một trong những thành tựu gần đây của họ là phân tích 
một số có 81 chữ số bằng tắm máy vi tính chạy trong vòng 150 giờ. 






Câu đố 
tangram 


Bạn hãy dùng bảy mảnh 
hình tangramf" để xác định 


cách ghép thành các hình dưới đây, 





(l). CÍ Việt Nam cá trò chuá ghép hình Trí Lân chứa trên ngưyên tắc nứmg tự, da 


Í lx KỈ ¬ÀI. T Ì 
tui trí thế: Ngưyn Trí Liấn ving tạo rà 










——— Vô cùng và 
Hinh dưới đây mính họa hữu han 
cách ghép cặp (đặt tương _ : 
ứng l-l) tập hợp các điểm 
trên nửa đường tròn có độ dài hữu hạn với rập hợp các điểm 
trên đường thẳng có độ đài vô cùng. Nửa đường tròn có chu 
vi là 5. Đường tiếp tuyển với nửa đường tròn có độ dài là vô 
cùng. Kẻ một tia có đỉnh là điểm P (tâm của nửa đường tròn) 
sao cho nó cắt cả đường thẳng và nửa đường tròn. Bằng cách đó, 
các giao điểm của tia với nửa đường tròn và với đường thẳng sẽ 
được tương ứng l 1 với nhau. Khi tỉa di chuyển trên nửa đường 
tròn và riến đến gần tia PQ, nó giao với đường thẳng ở điểm 
càng ngày càng xa hơn. 


tiêm gì s xảy ra nếu tỉa trừng với tia PC" 


ho. P Q 





(l). Tia # mg xmg vớ dường dưỡng 









ngũ giác 


Các số tam giác, 
số vuông và số 





Các con số có rất 
nhiều tên gọi. Một số 
tên gọi của chúng được 
nghĩ ra dựa theo hình 


dáng của các hình mà chúng tạo thành. Dưới đây, chúng ta sẽ thấy 
rằng các số lẻ tạo thành các hình tam giác, do đó chúng còn được 
gỌi là số tam giác, Các số chính phường, tức là các số l° = l2 = 4, 


¿ = 9, tạo thành các hình vuông, vì vậy chúng còn được gọi 


là số vuông. 


Mỗi nhóm số có một hình tương ứng với nó. Bạn hãy thử 
thành lập các dãy số khác có thể tạo thành các hình và xác 


định hình tương ứng với chúng. 


Số tam giác 
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: ưng Eratosthenes 
Ề ñ (Mì rr.C. ` #, s® 7 
Tố đo Trái Đất 
Eratosthenes đã nghĩ ra một 

phương pháp tài tình để đo 


độ dài xung quanh Trái Đất. 


Đề đo chủ vị của Trái Đất, Eratosthenes dùng các kiến rhức 
về hình học, cụ thể là định lí sau: 


Nêu vắt các đường thẳng wmp ng bằng một diàmg 
thang không sơng sng vớ chứng thì cục góc trơng 
$ le đưực tạo ra sẽ bằng nhu: 


Ông biết rằng vào thời điểm giá trưa trong suốt thời gian 
hạ chí, tại thành phố Svene, Ai Cập, một cây gậy thẳng đứng 
sẽ không có bóng, tức là ria sáng chiếu thẳng đứng. Cùng lúc 
đó ở Alexandria (cách đó 5000 sradía š 5O đặm), cây gậy thẳng 
đứng có bóng tạo thành một góc 7912' Với những thông tin 
này, ông có thê tính được chu vị Trái Đất với sai số +23 so với 


chu VI thực. nã (Ác la thắng 
mặt trời 


Í l 
ẠI 


SvonDe 





." 
33 stxlia 
I 


“ 
_ mm mm m— — m—  —  — =— 


Cách tính: 

Vì các na sáng chiếu song song với nhau, nên <AB và <B 
trong hình trên là các góc trong so le băng nhau, 

Do đó, khoảng cách lệ . và Alexandria tỉ lệ với chu 
vị Trái Đất, Tỉ lệ này là 4 Tên = ễ . Nuy ra chu ví Trái Đất là 


3Ó đặm x 5% = 25000 đạm lớn, đường với 40232,/km). 
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Hình học xạ ảnh 
và quy hoạch 
tuuên tính 


Sử dụng các kĩ 
thuật của hình học 






xạ ảnh và glai hệ 
phương trình, 
Narendra Karrnaarker, 
khi còn là một nhà toán học lầm việc tai phòng thí nghiệm 
Bell, đã tìm ra một phương pháp giảm thiểu rất nhiều thời gian 
cản dùng để giải các bài toán quy hoạch tuyến tính công kênh, 
chẳng hạn như bài toán phân phôi thời sian trên các vệ tỉnh 
ên lạc, lên lịch cho các đội bay hay chọn đường truyền cho 


^ 
¬ 
` 
“ 
€ 


1 


Ìï 
h 


nơ triệu cuộc điện thoại đường dàu, 





Hình về của một hợa sĩ về móc khối hình học và các mặt của nã. 


Cho đến gần đây, phưmng pháp đơn hình — do nhà toán 


học Georee B. IDanzig vào năm 1947 phát triển — vận được sử 
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đụng. Phương pháp này cần rất nhiều thời gian tính toán và 
không khả thí với những bài toán lớn. Các nhà toán học biểu 
điễn các bài toán quy hoạch tuyến tính như các khối hình học 
phức tạp với hàng triệu hay hàng tỉ mặt. Mỗi góc cúa từng mặt 
đại diện cho một giải pháp có thể. Nhiệm vụ của thuật toán® 
là tìm lời giải tốt nhất mà không cần phải xem xét từng lời giải 
một. Phương pháp đơn hình của Danzig chạy dọc theo các cạnh 
của khối hình, kiểm tra lần lượt các góc nhưng đồng thời cũng 
luôn hướng tới giải pháp tốt nhất. Trong hầu hết các bài toán, 
nó có thể đủ mạnh, miễn là số lượng các biến (Ấn sẾỐ) nằm trong 
khoảng từ I5 000 đến 20 OO. Thuật toán Karmarker tạo một 
đường đi tất bằng cách đi xuyên qua giữa khối hình. Sau khi 
chọn một điểm bất kì nằm trong khối hình, thuật toán sẽ làm 
méo toàn hộ cấu trúc, tức là định dạng lại bài toán sao cho điểm 
đã chọn năm tại đúng tâm của hình mới. Bước tiếp theo là tìm 
mộc điểm mới theo chiều hướng tốt nhất và làm méo cấu trúc 
một lần nữa, rồi đưa điểm mới chọn đó thành tâm. Nếu không 
có quá trình làm méo, chiều hướng mới xuất hiện có thể đưa ra 
sự cải tiến tốt nhất sau mỗi lần sẽ chỉ là không tưởng. Những 
biến đối lặp đi lặp lại dựa trên các khái niệm của hình học xạ 
ảnh sẽ đưa ra giải pháp tốt nhất một cách nhanh chóng. 


(). Thuật txin là một cách tiến hành tính toán để di dến là giải. Ví dụ: qua 
trau chữa tà các bú#: chùi dài là một thuật ván. Khi chúa dài, chứng tì thâm út 
ngất quá trình chua - nếu chía 659 cho XS, ta thẩm lấy XS) gân tả 3Ô tà tính 
xơm 5Ö chứa 3) bằng bạo vdưên chị không cưa gay 658 cho XS, Thuật trần 
Karmwrkxx vũng có shng ru ngắn đặc bật trong đó, gọi là quá trình biến di 
huy làm méo, 
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Bài toán Ộ 
Nhện và ruồi 





Henry Ernesr Dudeney, 
ngườ' Anh, là một chuyên 
gia xăng TẠo các câu đố vut 
nỗi tiếng ở thế kí XIX. Hầu hết các sích đế vui ngày nay có 
rất nhiều câu đố của ông, nhưng chúng thường không được coi 
là do ông nghĩ ra. Vào những năm [&9O, ông và Sam Loyd, nhà 
đố vui nội tiếng của Mỹ đã cộng tác với nhau trên một loạt các 
bài đố vui rrền báo. 


Cuến sách đầu tiên của Ihideney, The Cantzrbury Puzles 
(Những củ đố Carerbury?®), xuất bản vào năm l9Ợ7, Năm quyền 
sách bô sung được xuất bản sau đó, cho đến nay chúng vẫn là 
một kho bấu những bài roán hóc búa quý giá. 


12 foot 





12 fool 
3Ó íoot 


Bài toán Nhện dà tuổi, ra mắt lần đầu tiên ở một tờ báo Anh 
năm ]903, là một trong những câu đố nối tiếng nhất của ông. 

Trơng một căn phòng hình hộp chữ nhật, 3Ofoot x l2foot x l2foot, 
một cơn nhèn nằm ở giữa một bá tường, cách trần nhà Ì ƒođt 
(I ƒœ = 0354 mì. 
Một cơn ruôi tầm ở giữa bức tường đốt điện với cơn nhện, cách 
nến rướt Ì foot Cm ruôi sợ đến nôi không thể dị chuyển được gì 
Hỏi cơn đường ngắn nhất mà nhận phải bò để có thể bắt äược 
cơn Tuổi là đường nào? (Gợi s: điểmg đó ngắn hơn 42 ƒoo). 

Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án. 

(l) Carterhww là một tưành Đưi ở phút dâng nước Anlt 







Toán học và 
bong bóng 
xà phòng 


Những khái niệm toắn 
học nào có thể liên quan 


đến bong bóng xà phòng 





Hình dạng mà những màng 
xà phòng hình thành bị chỉ phối bởi sức căng bề mặt. Sức căng 
bề mặt làm giảm điện tích của bề mặt đến mức tối thiểu. Vì vậy, 
môi bong bóng xà phòng bao phủ một lượng không khi sao cho 
điện tích bè mặt của lượng không khí đó là nhỏ nhất. Điều này 
uiải thích vì sao một bong bóng xà phòng đơn lẻ có hình cầu, 
trong khi một đảm bong bóng, như trong đám bọt, lại có hình 
đạng khác. Trong đám bọt, các cạnh của bong bóng xà phòng 
tạo thành các góc 1209, gọi là điểm nói bạ. Điểm nối ba về bản 
chất là điểm giao của ba đoạn thẳng mà các góc tại giao điểm 
đều là 1209, Rất nhiều hiện tượng tự nhiên (như vẫy cá, bèn 
trong quả chuốt, hình dáãng các hạt ngô, hay các bản trên mai 


rùa) phù hợp với điểm nối ba điểm cân bằng của tự nhiên. 
















Đồng tiền trên cùng bị lăn 
đi một nửa đường tròn qua đồng 
bên dưới nó, cuối cùng nó ở bên 
dưới đông tiên thứ hai mà không hề bị xoay lệch đi so với lúc 
han đầu. Vì nó đã di chuyển được một nửa chu vi của mình, 
nên ta có thể nghĩ rằng khi xuống phía đưới, nó sẽ bị lộn ngược 
lại. Lấy hai đồng tiễn và thử di chuyển. Hãy giải thích vì sao 
điền này không xảy ra: 
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Hexamino là một vật 
phẳng được tạo bởi sáu đơn 
ví hình vuông. Bát đầu với một hình lập phương có thể tích là ! 
đơn vị, bạn hãy cất dọc theo bảy cạnh của nó sao cho nó rời ra 
thành một hình phẳng. Hình nhận được là một hexamino. Tùy 
thuộc vào các cạnh bị cắt mà các hexamaino khác nhau được tạo 
thành. Một vài hexamino được minh họa ở dưới đây. 


C39 tất cá bao nhiều hexamimo? 


T+ứ 
“1T 










Dãuy Fibonacci 
và tự nhiên 


Dãy Fibonacci xuất 
hiện trong tự nhiên 





thường xuyên đến mức 


người ta không thể tin đó chỉ là do ngẫu nhiên. 


ä) Chúng ta hãy cùng xem danh sách các loài hoa có wĩ cánh 
lưựi là số Fibkmaccr cô duyên linh, hoa hồng đại, có rễ mấu, 
hoa bướm, mao lương vàng, hoa rẻ quạt, hoa lí, hơa điền vị, 

b) Những bóng hoa có số cánh ở đài hoa là một sĩ Filbxmucci: 


cúc tây, hoa bướm, cúc đại, hoa mật. 


Những số Fibonacci sau thường là số cánh hoa của: 


 nucksaaa hoa huệ tây và diễn vĩ 
3.............1Oa rể quạt, mao lương vàng và hoa phi yến 
th sscssulDöd fấLEho 


lồ...............hoa bướm 
ÈÌ,..2.2.--DỢA CÚC TÂY 


H55, 84... hoa cúc đại 





c) Các số Fibonacci cũng được tìm thấy trong cách sắp xếp 
của các lá, cành cây và thân cây. Bạn hãy chọn một chiếc lá 
nào đó trên thân cây và đánh dấu nó là sẽ Ô, sau đó đếm sẽ 
lưng các lá (giả sử không có lá nào rụng) cho đến khi tới chiếc 
lá thẳng hàng với lá số Ô ban đầu. Tổng số lượng các lá trong 
hầu hết các trường hợp đều là một số Fibonacci và số lượng các 
vòng xoắn trước khi tới chiếc lá thẳng hàng ở phía trên cũng là 
số Fibonacci. Tỉ lệ sổ lá cây với số vòng xoắn trên được gọi là 
tỉ lệ sắp xếp lá (xuất phát từ một từ Hy Lạp, lafarraangememt có 
nghĩa là xip xếp lá). Hầu hết các tỉ lệ sắp xếp lá là tỉ lệ Fibonacci. 


CẤY bề 8 
® lá 8 





d) Các số Fibonacct đôi khi còn được gọi là số nón thông vì 
các số Fibonacci liên tiềp nhau có xu hướng xuất hiện như là 
các đường xoắn ốc trái và phải của một nón thông. Điều này 
cũng đúng với đài hạt hoa hưỡng dương. Ngoài ra, bạn còn có 


thế tìm thấy một vài số Lucas liên tiếp" 





Đại hạt hung diưmp 





(l) Các số Luểas tạo thanh một dây Flxmurci với hai sĩ đâu nên là Ì tả 3 các 
w tiếp ` dự tm bằng cách lấy tổng của hai vì tứ móc Vì tây, day Lucas 
: l3 4.7. 1_- Nó địứ& gọi then tên của Edimurd Lueas trật nhà toán học thê 

¡ XỈNX, ngủ da đạt tên gợi cho dạy Filšxnuuci tà nghiền cứu những cay sĩ tra 
» Một cách liền hệ khác gnai diy Lueuš tả dảy Elxuei lú 


N12 318 TÃ. 
X<~ Ta 


Na 


LÍ : rÌ n l8... 


„C2 


e) Quả đứa là một dạng thực vật khác có thể dùng để xem 
xét sự hiện diện của các số Fibonacci, Bạn hãy đếm số lượng các 


vòng xoắn tạo bởi các mắt dứa hình lục giác. 





ID3ãy Fihonacci và tỉ lệ vàng 
[Đây các tỉ lệ Fibonacci liên tiếp: 





CN UEE LE SG ——) 
ïlL 1 ở 3 ä Fc 
j§Ẹ j ly ly l3 l/BĐn%S TU :..: 


thay đổi lớn hơn và nhỏ hơn số với giá trị của tỉ lệ vàng, ø. Giới 
hạn của đãy số này là ø. Mối liên hệ này ấm chỉ rằng bất kì 
đâu (đặc biệt trong các hiện tượng tự nhiên) có tỉ lệ vàng, hình 
chữ nhật vàng hoặc có các đường xoắn ốc đẳng giác, thì nơi đó 


có sự hiện diện của đầy Fibonacci và ngược lại. 






Chú khỉ và 
những quả dừa 








Ba thủy thủ và mội 
chú khi sau khi bị đấm tàu 
thấy mình nằm trên một 
hòn đảo, nơi thức ăn duy nhất là những quả đừa. Họ hái dừa cả 
ngày và quyết định đi ngủ rồi sẽ chia dừa vào ngày hôm sau. 
Trong đêm, một thủy thủ thức dậy và muến lấy phần dừa của 
mình ngày chứ không đợi đến sắng mai, Anh ta chia số dừa 
thành ba phần, nhưng có một quả dừa còn sót lại, anh ta để cho 
chú khi. Sau khi giấu phẫn dừa của mình, anh ta đi ngủ tiếp. 
Một lúc sau, một thủy thủ khác tỉnh dậy và cũng làm giống 
như người trước. Anh ta để lại số dừa còn dư cho chú khi. Cuối 
cùng, người thủy thủ thứ ba thức giấc và cũng chia đừa như hai 
người trước, để lại sẽ dừa dư cho chú khỉ. Sáng hôm sau, khi cả 
ba người thức đậy, họ chia đống dừa thành ba phần với một quả 


còn thừa cho chú khi. 
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lu số dừa ứ nhất mà các thủy thủ hái đựt là báo nhiều 
Bạn hãy làm những bại toán trứng tự, nhưng uới bọn duy thủ, 


vôi sơd đó là năm tuáy thu 


Các phường trìmh gui những bài toán loại này có tên gọi là 
phưng trình Diobunutme Chứng được gọi theo tên của nhà toán 
học ITy Lạp T3ophamtuy người đầu tiên dùng tượng loại phương 
trình này để giải một số bài toán. 


Xem câu trả lời ở phần Lời giải và đáp án. 
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Bốn con nhện 
và những 
đường xoăn ốc 


Bến con nhện bắt đầu 
hò từ bốn góc của một 
hình vuông Ố x 6m. Mỗi 
một con bò về phía cọn 
nhện bèn phải nó và di chuyến dần tới râm hình vuông với 
vận tốc không đòi là lem/giây. Do đó, chúng luôn luôn nằm ở 
bốn góc của một hình vuỏng, 


Phải mưt báo nhiêu phịat chứng mưý bo tủ tâm hình vuông? 





Đhường đi của bến con nhện này là những đựng xoấn ốc 
đẳng tiác." 


Hãy thử làm lại bài toán với những hình đa giác đều khác. 


Xem cách giải ở phần lời giải và đáp án. 





(l). LJế biết thêm tưg tin tê thám xoan Ấc đẳng puùc, xem mục hài Huủi chứ 
rớt vang (trang }G4), 
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Trang l0 -— Biến tam guác thành hình vuông 


Trang ]Ð — Bài toán Lúa mì và bàn cờ 
I+()+(2ˆ+('+Of+...+0' 
[SE bá it /r lÔ eeei 


Trang 37 — Câu đố chủ T 


Trang #9 —- Khách sạn Võ Hạn 

Anh ta quyết định chuyển mỗi người đã có phòng sang 
phòng có số lớn gấp đải với số của phòng người đó đang ở, như 
vậy người chuê phòng số ] sẽ chuyển sang phòng số 2, người ở 
phòng sế 2 chuyển sang phòng số 4, người ở phòng số 3 chuyển 
sang phòng số 6,.. Cách này sẽ làm trông tất cả những phòng có 
số lẻ để dành cho số khách mới đến trên xe buýt. 


Trang 48- Câu đố của Sam Lơyd 

Bắt đầu từ giữa, đi chuyển các hình vuông thích hợp theo 
các hướng sau: Tây Nam, Tây Nam, Đông Bắc, Đông Bác, Đông 
Bác, Tây Nam, Tây Nam, Tây Nam, Tày Bấc. 
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Trang 53 — Mẹo Pioœnacci 

Nếu a và b là hai phần tử đầu tiền của dãy, thì các phần 
tử tiếp theo sẽ là: a + h,a + 2b, 2a + 3b, 3a + 9h, %4 + ấh, Ba + 
Ijk, lia + 21b, 2la + 34h. Lấy tổng của mười phần tử đầu tiền, 
tạ nhận được 55a + 88b, là số gấp LI lần phần tử thứ bảy là 
%a\ +ốb, 


Trang S8 — Mười mốc lịch sử 
1879 - năm sinh của Einstein; 1Ó66 - trận đánh Hastings; 476 
Đế chế La Mã sụp đổ: 1215 Năm ban hành Đại Hiến chương 
nước Anh; I455 - Năm xuất bản Kính thánh Gutenberg; 563 
Năm sinh của Đức Phật Lổ Như Lai; 1770 - Năm sinh của 
Bccthoven; 1969 - Người đầu tiên đặc chân lên Mặt Trăng; 1948 
Thủ tướng Gandh bị ám sát; 1776 Nước Mỹ tuyên bố độc lập. 


Trang 6Ì — Bài toán thứ 8 trong quyến Pillow Problems 

Giải thích của Lewis Carroll như sau: 

m = # số lượng người đàn ông 

k = # số lượng đồng si linh của người đàn ông cuối cùng 

(người nghèo nhất) 

Sau một vòng, mỗi người mất đi một đồng si-linh, và số đồng 
sq hnh bị chuyển đi là m đồng. Sau k vòng, mỗi người mất đi 
K đỏng sì lình, người cuối cùng sẽ không còn đồng nào, còn số 
tiền bị di chuyển là mk đồng sỉ linh. Quá trình chuyển tiền kết 
thúc khi người cuối cùng không thể chuyển tiền được nữa (vì 
số tiền anh ta có lúc đó nhỏ hơn số tiền phải chuyển cho người 
bên cạnh) và tổng số tiền đã chuyển khi đó là mk+m ]) 
sĩ linh. Người ngay trước người cuối cùng lúc đó không còn 
đồng sĩ linh nào cả, còn người đầu tiên có (m - 2) si-linh. 

Người đầu tiên và người cuối cùng là hai người cạnh nhau 
duy nhất có thể có số tiền tỉ lệ 4:1. Vì vậy, 

hoặc là mk +m_ 1= 4(m - 2) 


hoặc là 4(mk + m - l) = m - 2 

Phương trình đầu riên cho ra mk = 3m - 7, suy ra k= 3-( ¿ ) 
suy ra không có nghiệm nguyên nào khắc ngoài m = Ÿ k = È. 

Phương trình thứ hai dân đến 4mk = 2 - 3m. Không có cặp 
số nguyên nào thỏa mãn phương trình này. 

Vì vậy, đáp số là có 7 người đàn ông và 2 đồng srlinh. 


Trang 7Ì — Hình vành khuyên lạ kì 

Chứng minh cho hình vành khuyên lạ kì: 

Diện tích của hình vành khuyên là:zR` mr. 

Đây là hiệu của diện tích vòng tròn lớn trừ đi diện tích 
vòng tròn nhỏ. 

Từ hình vẽ trang 7l chúng ta suy ra độ đài của dây cung 
là: 2V(R“ - rˆ. 

Vì vậy, một vòng tròn với đường kính này sẽ có điện tích 


4 ˆ 1 1 5 š † 1 
la: xr{R“ - rˆ), tức là xR' - ưr. 


Trang 72 — Những chú ngựa Ba Tư 
Có hai chú ngựa nằm ngang quay bụng vào nhau và hai chú 


ngựa nầm dọc quay lưng vào nhau. 


Trang 73 — Câu đố của Sam Lmdd 
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Trang l8 — Nghịch lí Achilzs uà chú rùa 

Achilles sẽ đuổi kịp chú rùa sau lim. Nếu doan đường đua 
ngắn hơn khoảng cách này, chú rùa sẽ chiến thắng. Nếu nó dài 
đúng bằng như vậy, hai bên sẽ hòa nhau. Còn nến không thì 
Achilles sẽ vượt qua chú rùa. 


Trang 124 — Câu đố của Diophartus 

Gọi n là số tuổi thọ của Diophantus. 

Cần +(s)n +(T)n +5+(2)n+$=n 
tút gọn lại ta có: (ìn =9 

ì = 84 tuổi. ' 


Trang l3 — Bài toán Bần cờ 

Không thể phủ kín bàn cờ đã biến đối bằng các quân đô-mi-nô. 
Mỗi quân đô-mi-no phải chiếm chỗ của một ð đen và một ô đỏ. 
Vì cá hai gác bị bỏ đi của bàn cờ cùng màu với nhau, nên trên 
bàn cờ không còn lại số lượng ô đen và đỏ thích hợp. 


Trang 142 — Chứng mrính | = 2 
Phép chia cho ÔÖ xuất hiện ở bước 6, Số Ó bị Ấn đi bởi biểu 
thức (bồ +a).(b—a) bằng Ô vì a = b theo giả thiết bạn đầu. 


Trang 149 — Nghịch lí uề bài kiếm tra bất ngờ 

Bài kiểm tra sẽ không thẻ vào thứ sáu, vì nó là ngày học cuời 
cùng trong tuân và nếu thứ năm bạn vẫn chưa có kiếm tra, thì 
bạn sẽ có thể suy ra ngay là kiểm tra vào thứ sáu. Nếu thế, trước 
5 giờ sáng ngày thứ 6 bạn có thể đoán được ngày thứ 6 có hài 
kiêm rra. Điều này trái với điều kiện bàn toán. Vì vậy, nếu thứ 
sáu là không thể, thì chứ năm sẽ là ngày cuối cùng có thể có kiểm 
rra. Nhưng thứ nầm cũng không đúng, vì đến thứ tư bạn đã biết 
là chỉ còn lại thử năm và thứ sâu. Thứ sáu không thể được, như 
vậy sẽ phải là thứ năm, tức là vào thứ mr bạn đã biết là kiềm tra 


vào thứ năm. Điều này trái với điều kiện của bài. Như vậy chỉ 
còn lại thứ tr là ngày cuối cùng có thể có kiểm tra, nhưng thứ 
tư cũng bị loại bởi nếu thứ ba vẫn không có kiểm tra thì bạn 
sẽ biết vào thứ ba là kiểm tra vào thứ tư. Tiếp tục suy luận như 
vậy, thì tất cả các ngày trong tuần không có bài kiểm tra. 


Trang lối — Bài toán logic 

Đầu tiên, người nông dân đưa con đê qua sông. Sau đó, ông 
trở lại đưa con sói qua. Sang bên bờ bên kia, ông để lại con sói 
và chở con đê quay lại. Tới lại bờ bên này, ông để lại con đê và 
chờ cây bắp cải sang sông. Sau đó, ông quay lại đón con đê và 


qua sông, nơi có con sói và cây bắp cải. 
Trang lóŠ — Câu đố chí đồng xu 
®e 9® 9® 
se}. 
®.ẽ 9® 
Trang Ï77 — Bài toán dê gỗ, nước và lúa mì 





Bài toán về gỗ, nước và lúa mì không có lời giải nếu các 
đường đi phải nằm trên mặt phẳng (Euclid). Nhưng nếu ba ngôi 
nhà nằm trên bề mặt của một hình xuyến hay chiếc bánh rắn 
(như minh họa trong hình vẽ) thì lời giải sẽ rất đơn giản. 


Trang 183 — Câu đố vê đồng tiền giả 

Chỉ cần một lần cần! 

Bạn hãy đặt lên cần một đồng tiền ổ cọc đấu tiên, hai đẳng 
ở cọc thứ hai, hà đồng ở cọc thứ ba và cứ tiếp tục như vậy. Bạn 
sẽ biết khối h#ng của chúng nếu không có đồng nào là giả. Vì 
vậy, để xác định cọc tiền nào là giả, hãy nhìn mặt cân và xem 
xj tiễn trên cân nặng hơn là bạo nhiêu so với trường bợp tất 
cì chúng là tiền thật. Số cân nặng hơn này sẽ chính là số thứ 
tự của cọc tiền giá. Ví dụ: Nếu chúng nặng hơn 4 gam, thì cọc 
tiền thứ từ là giả vì bạn đã đặt bốn đồng tiền giá từ cọc đó lền 
trên cân. 


Trang I92 — Ba người đàn ông đứng trước bức tường 

Người đần ông xa tường nhất hoặc là nhìn thấy hai mũ nâu, 
hoặc là nhìn thấy một mũ đen và một mũ nâu. Nếu ông ta 
nhìn thấy hai mứ đen, thì ông ta sẽ biết ngay mình đội mũ nâu. 
Người đàn ông ở giữa nhìn thấy mũ nâu, vì nếu ông ta nhìn 
thấy mũ den, ông ta sẽ biết là mình phải đội mũ nâu từ thông 
tin do người đứng sau nói ra. Vì vậy, người đàn ông pần trường 
nhất kết luận rằng ông ta chỉ có thể đội mũ nâu từ những gì 
người đứng giữa nói ra, 


Trang 221 — Bài toán Nhện và ruồi 






R 
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Trang 222 — Chú khỉ uà những quả dừa 
Có tất cả 79 quả dừa. Cọi n là số lượng quả dừa lúc ban đầu. 








Số dừa cho — Ñố điềui mới thủa 4) dứa cờn lại 
chư khi thụ mứu ải trơn đống dừa 
(n - J In 2n - 2) 
b 
(2n-5) ,_ 2n-5 Môn - 3 Trì 2 |U 
Ð QiïN Sang VU S 
(đo Da 4n - 19 2(án - I9) _8n- ®* 
g— Tô Ôn 27 ".:: 


Số dừa mỗi thủy thủ lấy 
vào sáng hôm sau 
1 (8n - 65). ` 8n - 65 ọ 
x=rã — BL— 


trong đó n là tổng số dừa ban đầu. 

Bn c6) f là số dừa mỗi thúy thủ nhận được khi chia nhau 
vao buổi sáng, Cho f lần lượt nhận giá trị là các số đếm răng 
dần, bắt đầu từ I. Số f nhỏ nhất cho chúng ta giá trị n nguyên 


là f£ = 7. Khi đó, n có giá trị là 29, 


Trang 23] — Bốn cơn thận và nhưng đường xoắn ốc 

Nhận xét rằng khi bốn con nhận di chuyển, kích thước của 
hình vuông mà chúng tạo thành nhỏ lại những nó vẫn luôn 
là một hình vuông. Đường đi của mỗi con nhện vuông góc với 
đường đi của con nhện ở bên phải nó, Thời gian môi con nhẹn 
đi chuyển cho đến khí nó gặp con nhện bên phải nó cùng 
bằng thời gian dị chuyển cần thiết để chúng gặp nhau trong 
trường hợi) con nhện bên phải đứng yên. Mỗi con nhện sẽ phải 
đi 6m, tức là 60Qem. Đề đi được óÒQem, chúng cần di chuyển 
trong vòng ó©Ø giây, hay là TÖ phút. 
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Zeno, 118-119 
Ngũ giác, 190-191 
Nhân đôi hình lập phương, 
%ó, 132-133 
Nút ba lá, 98 


P 


Palindrome, 148 
Pappus, 32 

định lí Pappus, 165 
Parabol, 24-25, 36 
Pascal, Blaise, 42, 120, 139 
Paraboloid hyperbol, 172-173 
Peano, đường, 8l 
Penrose, Roger, l5 
Di, x, 2Ó-21 
Phần tử dây xoắn, l5 
Phân số thập phân, 4 
Plato, 4Í 
Platon, khốt, 4l, 112 
Poincaré, Henrl, 9) 
Poinsot, khối, I5 
Iˆostscript, l8 


Pythagoras, định lí, 5, 3⁄2, 5 
Pythagoras, 5 
và các số vô ti, IÖÕ-IÔI 


các môn đồ của Pythagoras, 


I4, 14 
và Tống thống Garfield, 
201-204 


Ò 
Cuipu, 16-Ì? 


[nca, Ié-17 
Cuy hoạch tuyến tính, 2]Ò 


S 


Sai lâm hình học, 1lô3 
ho chối Halley, H-13, 199 
Siêu lập phương, 207-208 
SỐ 
chính phường, 95, 217 
kim tự tháp, 95 
Mersenne, 214 
lẻ, 05 
ngũ giác, 2[; 
nguyên tố, 1Ø2-103 
Phị, Ø, IÔ4-108 
Đi, 20-21 
siêu hạn, 158-léÔ 
tam giác, 217 
Shroder, cầu thang, 6 
Sronehenc, 2Ô6 
Sự đếm, 36-37 
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đếm bằng các ngón tay, 62 


SỐ không, 4, l64 


T 


Tam giác đồng dạng, chia bạ, 
176 
Tam giác không thể, l5 
Tam giác vàng, 190-191 
Tam giác Pascal, 3L 42-43, 9Ó, 
186-]$8 
Tangram, 215 
Thalecs, 36 
Tỉnh thể, 40, 143 
Tỉ lệ vang, 3L 34-35, 68, 104, 
185, 190-191, 328 
Toán học và 
âm nhạc, l44-14? 
bon hóng xà phòng, 222 
đi truyền, 163-170 
đệt vải, 213 
dựng chữ cái, l8 
đèn thờ Parthenon, 134-185 
hội họa, é8-69, 156-157 
KT thuật in ấn, l3 
kiến trúc, 172-123 
nghệ thuật Hồi giáo, I8Ö 
sự phát triên các ý tưởng 
Toán học, 152-153 
tự nhiền, 76-77 
Tô-pô, trò chơi, 28-29 
Tô-pv, 33, 95, 109, 124-127, 
154-155, 310 


bài toán án độ bốn màn, HO-1H, 2ló 


134-155 khách sạn Vô Hạn, 39 
đồ thị, 128-129 chu vị và diện tích, 136-137 
và giớt hạn, 182 
V 
Vặt phản xạ parabol, 25 X 
Vóm Nh địa. Lló¿ Vio suẬt, 3Ó-2| 
Vòm trắc da của Leorurdlo da Mi tilft2pf4G Tfsuudl/TS42185 
Vìnci, 83 


Vòng tron rmìa thuật, Nhật 7 
Bàn, lóó 
Võ cùng (võ hạn), 39, 70, Zeno, nưhích lí, 18-119 


— GIỚI THIEU VỀ TÁC GIÁ —————— 


Mở Ñ 


Cáo viên dạy Toán, 


ngời cô vẫn toán học 





Theoni Pappas nhận bằng 





cử nhân trường Đại học 
C*alifornia trại Berkelev vào 
năm 966, và bằng thạc sĩ 
tại trường Đại học Stanford 
năm 1967. Pappas đã rất tận 
tụy trong công việc mính 
họa và lầm sắng tỏ toán 
học, nhằm giúp mọi người 
lưại bỏ suy nghĩ toán học 
chỉ dành cho những người 
giỏi và nội sĩ hãi đối với 
nó. Năm 20OO, bà nhận 
được giải thưởng dành cho người có thành tựu xuất sắc của Hội 


cựu sinh viên trường Đại học California. 


Những quyền sách do bà viết đã được biên dịch sang tiếng 
Nhật, tiếng Phần Lan, Slovakia, Séc, Hàn Quốc, Thổ Nhi Kỳ, 
Trung Quốc phổ thông và truyền thống, Bê Đào Nha, 
tiếng Ÿ và tiếng Tây Ban Nha. 


tiếng 


Ngoài quyển Niềm trẻ toán học, những sáng tạo của bà còn 
có: Thêm nữa những niềm tia toán học; Sứ kì điều của toán học: 
Fractadl, goagol tà rhững cáu chưyện toán học khác; Toán học cho 
trẻ em. uà mọi ngiềy; Những cuộc phiêu hát của Penro — chí mèo 


hươu học toán,.. cùng rất nhiều tác phẩm khác. 
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Khám phá toán học quanh ta 
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Niềm pui toán bọc giúp người đọc biểu thêm nẻ mối liên bệ mật thiết giãa toán 
học tà thể giới này bằng các bhải niệm tà bình ảnh của toán bọc biện diện trong 
mọi lĩnb rực của đời sống chủng ta ` — $clence Neies 


"Hiểm bbi nào chủng ta bắt gập được những cuốn sách toán học tới lượng biến 
thức phong pbú tà có chiêu sâu như cuốn sách này. Sách của Pahbas luôn chứa 
đựng những thông tin bổ ích tà lí thú, bbông cbỉ thỏa mãn lòng bam biểu biết của 
các em bọc sinh tà các đối tượng khác mà còn là tài liệu dành cbo các nhà ngbiên 
cứu. Pappas thông thái nữa là một nhà toán bọc từa là một nhà thơ. Bằng tt đụy 
sắc sảo của mội nhà khoa bọc tà cái nhìn đây thí tị của một nhà nghệ thuật, bà đã 
ha chọn những chủ đễ chắc chẩn sẽ bÍcb thích trí Hường tương tà khơi dậy cảm giác 
thích th của bạn đọc LỄ sự bao la bì tĩ của bành tính toán bọc " 

— CHƒford A. Picbouer. tác già cuốn Comjpnuters & the Imagínatlown 


im tui tuần bọc mang thế giới toán bọc đến tới bạn đọc bằng một cácb thức 
chuẩn mực nh:ớng rất mới mẻ . Tôi chân thành khuyên các bạn nên đọc " 
~ The Matbematics Teacber 


Niềm nưi toán bọc bbông phải là sự lập đi lặp lại đẩy máy móc nề các bhải 
niệm Cuốn sách bbảm phá nguân gốc của cà hải niệm toân học tà người phát 
mính khái niệm ấy, đưa ra những bài tập độc đáo bhiến bộ não chủng ta không 
chỉ tiếp thu lí thuyết mà còn phải áp dụng nào thực tế... Các bí quyết, bài tập uà 
bhải niệm bhông còn khô cứng nữa, mà trả nên thú tị bơn bao giờ bết. ” 

~Tbe Bookttatcb 
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